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6 Îãëàâëåíèå

Ïðåäèñëîâèå

Ïðåäëàãàåìàÿ Âàøåìó âíèìàíèþ êíèãà îñíîâàíà íà ñåìåñòðîâîì êóðñå ëåê-
öèé ïî òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå, êîòîðûé ÷èòàåòñÿ íà ôàêóëüòåòå Áèî-
èíæåíåðèè è áèîèíôîðìàòèêè Ìîñêîâñêîãî Ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà
èì Ì. Â. Ëîìîíîñîâà. Îñíîâíîé öåëüþ äàííîãî êóðñà ÿâëÿåòñÿ ñòðåìëåíèå
äàòü ñàìûå îáùèå ïðåäñòàâëåíèÿ î òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå. Ýòî íåîá-
õîäèìî, ÷òîáû ÷èòàòü è ïîíèìàòü àëãîðèòìè÷åñêèå ñòàòüè ïî áèîèíîðìà-
òèêå è íå ïàäàòü â îáìîðîê îò ïàðû ôîðìóë, ïñåâäîêîäà èëè òåîðåì. Ïî-
ýòîìó â ýòîé êíèãå ïðèâåäåíî äîñòàòî÷íî ìíîãî àëãîðèòìîâ íà ïñåâäîêîäå.
Åñòü ëåììû è òåîðåìû � äîñòàòî÷íî ïðîñòûå, ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâî,
êàê ïðàâèëî, óìåùàåòñÿ â íåñêîëüêèõ ñòðî÷êàõ. C äðóãîé ñòîðîíû, èíîãäà
äàþòñÿ íåêîòîðûå àáñòðàêòíûå ïîíÿòèÿ, òàêèå, êàê ïîëóêîëüöî, ÿçûê, êî-
íå÷íûé àâòîìàò. Ýòî ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíûì äëÿ òîãî, ÷òîáû ó ÷èòàòåëÿ
âîçíèêëà ïðèâû÷êà åñëè íå îïåðèðîâàòü àáñòðàêöèÿìè, òî ïî êðàéíåé ìåðå
íàáëþäàòü çà òåì, êàê ýòî äåëàþò äðóãèå.

Ïðè âûáîðå òåì è ðàññìîòðåííûõ àëãîðèòìîâ àâòîð îïèðàëñÿ íà ñîá-
ñòâåííûé îïûò è ïðåäñòàâëåíèå î ïðåêðàñíîì. Âîçìîæíî äðóãîé ïðåïîäà-
âàòåëü ïðè ñîñòàâëåíèè ïëàíà ëåêöèé ïî òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå äëÿ
áèîëîãîâ íåñêîëüêî èçìåíèë áû ñîäåðæàíèå, íî, äóìàþ, ïðèìåðíî 70% ìà-
òåðèàëà ñîõðàíèëîñü áû, ïîñêîëüêó îíè ÿâëÿþòñÿ áàçîâûìè è èñïîëüçóþòñÿ
â áèîèíôîðìàòèêå.

Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ èíôîðìàòèêè
è áóëåâîé àëãåáðû, ðàçáèðàþòñÿ îïèñûâàþòñÿ ñïîñîáû çàïèñè àëãîðèòìîâ.
Çàìå÷ó, ÷òî ïîñêîëüêó äëÿ çàïèñè ïñåâäîêîäà íåò ñòàíäàðòà, òî â êíèãå
èñïîëüçîâàí ñèíòàêñèñ íàèáîëåå ïîõîæèé íà ÿçûê C èëè Java.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîèñêó, ñîðòèðîâêå è íåêîòîðûì îñíîâíûì ñòðóê-
òóðàì äàííûõ � ñïèñêè, äåðåâüÿ, õåø-òàáëèöû.

Â òðåòüåé ãëàâå îáñóæäàþòñÿ àëãîðèòìû ïîèñêà îáðàçöà â òåêñòå. Â êîí-
öå ãëàâû äàíû îñíîâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ î òåîðèè ñëîæíîñòè À.Í.Êîëìîãîðîâà.

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà àëãîðèòìàì íà ãðàôàõ. Ïðèâåäåíî íåñêîëü-
êî ïðèìåðîâ òîãî, êàê áèîëîãè÷åñêèå çàäà÷è ìîãóò ôîðìóëèðîâàòüñÿ íà
ÿçûêå ãðàôîâ. Ðàçîáðàíû íàèáîëåå âàæíûå àëãîðèòìû â ýòîé îáëàñòè.

Íàêîíåö, ïÿòàÿ ãëàâà ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå àáñòðàêòíîé. Â íåé äàþòñÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ î òåîðèè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè. Â êíèãå åñòü íåêîòîðîå
êîëè÷åñòâî çàäà÷, äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ, ÷òîáû íå äàâàòü èõ ðåøåíèé.

Êíèãà ðàññ÷èòàíà íà ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ â
áèîèíôîðìàòèêå è ìîëåêóëÿðíîé áèîëîãèè.

Àâòîð ïðèíîñèò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîèì áûâøèì ñòóäåíòàì Îëü-
ãå Ãàí÷àðîâîé è Íàäåæäå Òóõòóìáàåâîé, êîòîðûå âçÿëè íà ñåáÿ òðóä çàïè-
ñàòü è îöèôðîâàòü êîíñïåêò ëåêöèé. Èìåííî ýòè êîíñïåêòû ëåãëè â îñíîâó
ïðåäëàãàåìîé êíèãè.



Ãëàâà 1

Íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå

ñâåäåíèÿ

Ïðåäëàãàåìàÿ êíèãà äàåò êðàòêîå è äîñòàòî÷íî ïîâåðõíîñòíîå ââåäåíèå â
òåîðåòè÷åñêóþ èíôîðìàòèêó. Ýòà íàóêà ïî-àíãëèéñêè íàçûâàåòñÿ Computer
Science. Çà÷åì èíôîðìàòèêà áèîëîãó? Ñóùåñòâåííîé ÷àñòüþ ïðàêòè÷åñêè
ëþáîãî ñîâðåìåííîãî èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè ìîëåêóëÿðíîé áèîëîãèè ÿâ-
ëÿåòñÿ áèîèíôîðìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå, êîòîðîå ëèáî ïðåäâàðÿåò ýêñïå-
ðèìåíòàëüíóþ ðàáîòó, ëèáî åå çàâåðøàåò, õîòÿ ÷àùå âñåãî áèîèíôîðìàòè-
êà ïðèìåíÿåòñÿ è äî è ïîñëå ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðàáîòû. Ýòî ñâÿçàíî â
áîëüøîé ñòåïåíè ñ òåì, ÷òî ñîâðåìåííûå ðàáîòû â îáëàñòè ìîëåêóëÿðíîé
áèîëîãèè îïèðàþòñÿ íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàçíîîáðàçíûõ äàííûõ, òàêèõ
êàê ãåíîìû, ïðîòåîìû, ýêñïðåññèîííûå äàííûå è ò.ï. Àíàëèç ýòèõ äàííûõ
íåìûñëèì áåç ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ êîìïüþòåðíîãî àíàëèçà. Ðàçóìååòñÿ,
àâòîð íå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî áèîëîãè äîëæíû ñàìè ñîçäàâàòü àëãîðèòìû
àíàëèçà ýòèõ äàííûõ, ïèñàòü ïðîãðàììû è ò.ï. � äëÿ ýòîãî åñòü ñïåöè-
àëèñòû. Îäíàêî áèîëîãó ïðèäåòñÿ âçàèìîäåéñòâîâàòü ñî ñïåöèàëèñòàìè â
îáëàñòè èíôîðìàòèêè è ïðîãðàììèñòàìè. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî èìåòü õî-
òÿ áû îáùåå ïðåäñòàâëåíèå î ìåòîäàõ è ïîäõîäàõ òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìà-
òèêè. Êðîìå òîãî, ãðàìîòíûé áèîëîã ÷èòàåò íàó÷íóþ ëèòåðàòóðó. À â íåé
÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ðàáîòû, îïèñûâàþùèå íîâûå ìåòîäû àíàëèçà. Ìîæíî
ïðèâåñòè ðÿä áèîëîãè÷åñêèõ æóðíàëîâ, â êîòîðûõ ïóáëèêóþòñÿ ðàáîòû,
ïîñâÿùåííûå ìåòîäàì êîìïüþòåðíîãî àíàëèçà äàííûõ, çà÷àñòóþ ýòè ðàáî-
òû ñîäåðæàò òàêæå ýêñïåðèìåíòàëüíóþ ÷àñòü. ×òîáû ïîíèìàòü ýòè ñòàòüè
íåîáõîäèìî çíàêîìñòâî ñ ÿçûêîì èíôîðìàòèêè è îñíîâíûìè èäåÿìè è ìå-
òîäàìè.

C àëãîðèòìàìè è/èëè ïðîãðàììàìè âû âñòðå÷àåòåñü ïîñòîÿííî, äàæå
íå çàìå÷àÿ ýòîãî. Íàïðèìåð, âû íàçíà÷èëè âñòðå÷ó ñ Âàñåé Ïóïêèíûì íà
ôàêóëüòåòå Áèîèíæåíåðèè è áèîèíôîðìàòèêè. Âû çâîíèòå ïî òåëåôîíó è
ãîâîðèòå ïðèìåðíî ñëåäóþùèé òåêñò. �Äîåäåøü äî ìåòðî Óíèâåðñèòåò, âûé-
äåøü ïî óêàçàòåëÿì ê Óíèâåðñèòåòó, ïåðåéäåøü Ëîìîíîñîâñêèé ïðîñïåêò.
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Åñëè íåò äîæäÿ, òî ïîéäåøü âäîëü Ëîìîíîñîâñêîãî ïðîñïåêòà. Ïðîéäåøü
ïðèìåðíî äâà êèëîìåòðà, äàëåå ìèìî Áèîëîãè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà, óâèäèøü
íàø êîðïóñ. Åñëè æå èäåò äîæäü, òî ñàäèñü íà ëþáîé àâòîáóñ, êðîìå íîìå-
ðîâ 1, 47, 119, èëè íà òðîëëåéáóñ 34. Íà òðàíñïîðòå ïðîåäåøü 3 îñòàíîâêè
è âûéäåøü íà óë. Ìåíäåëååâà. Íà âõîäå ïîêàæåøü ÷òî-íèáóäü ïîõîæåå íà
ñòóä. áèëåò. Åñëè ïðîïóñòÿò, òî ïîäíèìàéñÿ íà 4-é ýòàæ, èíà÷å çâîíè ìíå,
ÿ ïðîâåäó ïî ñâîåé êàðòî÷êå�. Â òàêîì îáúÿñíåíèè ìíîãî íåòî÷íîñòåé è
íåäîãîâîð¸ííîñòåé. ×òî çäåñü âàæíî? Âî-ïåðâûõ, âû ïðåäïîëàãàåòå, ÷òî
Âàñÿ Ïóïêèí îðèåíòèðóåòñÿ â ìåòðî, óìååò ñåñòü â àâòîáóñ, óìååò ñ÷èòàòü
äî ÷åòûðåõ, íàêîíåö, óìååò õîäèòü è ÷èòàòü. Òåïåðü ïðåäñòàâüòå, ÷òî âû
îáúÿñíÿåòå, êàê äîåõàòü äî ôàêóëüòåòà, âàøåé ïîäðóãå èç Øâåöèè. Åñëè
îíà òîëüêî ÷òî ïðèåõàëà â Ìîñêâó, òî åé íàäî åùå îáúÿñíèòü, êàê äîéòè
äî ìåòðî, êàê òóäà âîéòè, ãäå, êàê è çà ñêîëüêî êóïèòü êàðòî÷êó, ãäå è êàê
ñäåëàòü ïåðåñàäêó è ò.ï. Èòàê, ïðè îïèñàíèè àëãîðèòìà ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ñóùåñòâóåò èñïîëíèòåëü, è ÷òî èñïîëíèòåëü êîå-÷òî óìååò. Îïðåäåëå-
íèé äëÿ òåðìèíà àëãîðèòì ñóùåñòâóåò äîâîëüíî ìíîãî. Âîò ëèøü îäíî èç
íèõ. Àëãîðèòì � ýòî òî÷íûé îäíîçíà÷íî ïîíèìàåìûé íàáîð èíñòðóêöèé,
îïèñûâàþùèé ïîðÿäîê äåéñòâèé íåêîòîðîãî èñïîëíèòåëÿ äëÿ äîñòèæåíèÿ
êîíêðåòíîãî ðåçóëüòàòà çà êîíå÷íîå âðåìÿ.

1.1 Êîìïüþòåðû, ïðîãðàììû è àëãîðèòìû

Çäåñü ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü àëãîðèòìû äëÿ êîìïüþòåðîâ. Õîòÿ êîìïüþ-
òåðû áûâàþò ðàçíûå (â ìèðå åñòü íå òîëüêî ïåíòèóìû), âñå îíè îáëàäàþò
ðÿäîì îáùèõ ñâîéñòâ:

• Êîìïüþòåðû èìåþò ëèíåéíî îðãàíèçîâàííóþ ïàìÿòü, â êîòîðîé ìîæ-
íî çàïîìèíàòü ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû. Ê ýëåìåíòàì ïàìÿòè ìîæ-
íî îáðàùàòüñÿ ïî àäðåñàì � öåëûì ÷èñëàì.

• Êîìïüþòåðû èìåþò ïðîöåññîð (èñïîëíèòåëü), êîòîðûé óìååò âûïîë-
íÿòü àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè, îïåðàöèè ñðàâíåíèÿ, îïåðàöèè çàïèñè
â ïàìÿòü è èçâëå÷åíèÿ äàííûõ èç ïàìÿòè.

• Ïðîöåññîð îäèí. Âû ñëûøàëè, êîíå÷íî, î ìíîãîÿäåðíûõ ïðîöåññîðàõ
è ìíîãîïðîöåññîðíûõ êëàñòåðàõ. Íàâåðíÿêà ó êîãî-òî èç âàñ åñòü äî-
ìà äâóõÿäåðíûé êîìïüþòåð. Êîëè÷åñòâî ïðîöåññîðîâ îáû÷íî çàðàíåå
èçâåñòíî è îãðàíè÷åíî, ïîýòîìó íåò ïðèíöèïèàëüíîé ðàçíèöû îäèí
ïðîöåññîð èëè íåñêîëüêî. Ìíîãîïðîöåññîðíûìè âû÷èñëåíèÿìè íàçû-
âàþòñÿ òàêèå, ÷òî íà êàæäûé ýëåìåíò çàäà÷è (àòîì â ìîëåêóëÿðíîé
äèíàìèêå, âåðøèíà ãðàôà) âûäåëåí ñâîé ïðîöåññîð. Ìíîãîïðîöåññîð-
íûå âû÷èñëåíèÿ âûõîäÿò çà ðàìêè ýòîãî êóðñà.

• Ïðîöåññîð èñïîëíÿåò êîìàíäû ïîñëåäîâàòåëüíî îäíó çà äðóãîé.

Àëãîðèòì äîëæåí çà êîíå÷íîå âðåìÿ (ïóñòü è äîñòàòî÷íî áîëüøîå) íàéòè
ðåøåíèå.
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Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ðåøåíèÿ ëþáîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ êîíå÷íàÿ ïàìÿòü
(äîêàæèòå).

Õîòÿ â ëþáîì ðåàëüíîì êîìïüþòåðå ðàçìåð ïàìÿòè âïîëíå îïðåäåëåí,
ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàìÿòü â êîìïüþòåðå íå îãðàíè÷åíà.

Âàæíîé îñîáåííîñòüþ àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí èìååò âõîäíûå äàí-
íûå è ïðîèçâîäèò ðåçóëüòàò. Äëÿ îäíîãî è òîãî æå àëãîðèòìà ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü ðàçíûå âõîäíûå äàííûå, è îí áóäåò ïðîèçâîäèòü ðàçíûå ðåçóëüòàòû.
Äàæå àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé çíà÷åíèå ÷èñëà π , èìååò ðàçíûå âõîäíûå
äàííûå â çàâèñèìîñòè îò òðåáóåìîé òî÷íîñòè.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Данные-1 Данные-2

Временные

данные - 1
Временные

данные - 2

программа программа

результат-1  результат-2

Ðèñ. 1.1: Ïðîãðàììà (àëãîðèòì) ïðèíèìàåò âõîäíûå äàííûå, â ïðîöåññå îá-
ðàáîòêè ïîðîæäàåò âðåìåííûå äàííûå è âûäàåò ðåçóëüòàò.

Îäèí è òîò æå àëãîðèòì ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí íà êîìïüþòåðå â âèäå
ðàçíûõ ïðîãðàìì � ýòî çàâèñèò îò ïëàòôîðìû êîìïüþòåðà, ÿçûêà ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, ñòèëÿ ïðîãðàììèñòà è ò.ï.

1.1.1 Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà

Âàæíåéøèì âîïðîñîì òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè ÿâëÿåòñÿ âðåìÿ ðàáîòû
òîãî èëè èíîãî àëãîðèòìà. Ðàçìåð âõîäíîé çàäà÷è (íàïðèìåð, äëèíà àíà-
ëèçèðóåìîãî ñëîâà èëè òåêñòà) ìîæåò âàðüèðîâàòü. Ïîñêîëüêó àëãîðèòì
ïðèíèìàåò ðàçíûå âõîäíûå äàííûå, òî è âðåìÿ åãî ðàáîòû ìîæåò áûòü ðàç-
íûì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó
âûïîëíÿåìûõ îïåðàöèé (ñëîæåíèé, ñðàâíåíèé è ò.ï.). Íà ñàìîì äåëå ýòî
íå ñîâñåì ïðàâèëüíî, ïîñêîëüêó â ðåàëüíûõ êîìïüþòåðàõ âðåìÿ èñïîëíå-
íèÿ ðàçíûõ êîìàíä ìîæåò îòëè÷àòüñÿ â äåñÿòêè ðàç. Ïðèíÿòî îöåíèâàòü
âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà êàê ôóíêöèþ îò ðàçìåðà çàäà÷è, ïðè÷åì âàæíî
åãî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå (ïðè áîëüøèõ ðàçìåðàõ çàäà÷è). Ïîñêîëü-
êó ðåàëüíîå âðåìÿ çàâèñèò îò äåòàëåé óñòðîéñòâà ïðîöåññîðà è îò äåòàëåé
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ïåðåâîäà êîäà â èíñòðóêöèè ïðîöåññîðà, òî âðåìÿ ðàáîòû îöåíèâàåòñÿ ñ òî÷-
íîñòü äî ïîðÿäêà. Âñïîìíèì êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ãîâîðÿò, ÷òî
âåëè÷èíà T åñòü O(f(L)) (÷èòàåòñÿ: Î áîëüøîå îò f(L)), åñëè ñóùåñòâóåò
òàêàÿ êîíñòàíòà C , ÷òî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî L T (L) ≤ C · f(L).

Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ìîæåò çàâèñåòü íå òîëüêî îò ðàçìåðà çàäà÷è,
íî è îò ñàìèõ äàííûõ. Ïîýòîìó äëÿ âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà ñóùåñòâóþò
îöåíêè â õóäøåì è â ñðåäíåì. Ïðè îöåíêå âðåìåíè â õóäøåì ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ òàêèå äàííûå (çàäàííîãî ðàçìåðà), êîòîðûå äàäóò ñàìîå áîëüøîå êîëè÷å-
ñòâî îïåðàöèé. Ïðè îöåíêå âðåìåíè â ñðåäíåì èñõîäíûì äàííûì çàäàííîãî
ðàçìåðà ïðèïèñûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü èõ ðåàëèçàöèè è îöåíèâàåòñÿ ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà. Ãîâîðÿò, ÷òî îäèí àëãîðèòì
A1 ýôôåêòèâíåå àëãîðèòìà A2, åñëè T1(N)/T2(N)→ 0 ïðè N →∞ , ãäå N
� ðàçìåð çàäà÷è . Àëãîðèòìû èñïîëüçóþò ïàìÿòü äëÿ õðàíåíèÿ ïðîìåæó-
òî÷íûõ äàííûõ. Êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè òàêæå ÿâëÿåòñÿ âàæíîé
õàðàêòåðèñòèêîé àëãîðèòìà.

1.2 Òèïû äàííûõ

Â ïàìÿòè êîìïüþòåðà õðàíÿòñÿ äàííûå, êîòîðûå áûâàþò ðàçíûõ òèïîâ.

1.2.1 Îñíîâíûå òèïû äàííûõ

Ïðèìèòèâíûå ÷èñëîâûå òèïû äàííûõ � ýòî áàéò, öåëîå ÷èñëî ñî çíàêîì,
öåëîå ÷èñëî áåç çíàêà, ÷èñëî ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé. Òàêæå ê ïðèìèòèâíûì
òèïàì äàííûõ îòíîñÿòñÿ boolean è char.

Áàéò (byte). Ýòî öåëî÷èñëåííûé áåççíàêîâûé òèï äàííûõ. Ïðèíèìàåò çíà-
÷åíèÿ îò 128 äî +127, âñåãî 256 çíà÷åíèé, êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü ñ
ïîìîùüþ äâóõ øåñòíàäöàòåðè÷íûõ öèôð (0123456789abcdef).

Öåëîå ÷èñëî ñî çíàêîì. Òèï âêëþ÷àåò ïåðåìåííûå, ñïîñîáíûå ïðèíè-
ìàòü öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, ïîëîæèòåëüíûå èëè îòðèöàòåëüíûå, è
çíà÷åíèå íóëü. Ê ýòîìó òèïó îòíîñÿòñÿ ïåðåìåííûå âèäà int (çàíè-
ìàåò 4 áàéòà, ñîîòâåòñòâåííî ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ â ïðåäåëàõ
±2147483647), long (çàíèìàåò 8 áàéòîâ, ±9 · 1018) è short (çàíèìàåò 2
áàéòà, ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ïðåäåëàõ ±32768).

Öåëîå ÷èñëî áåç çíàêà (unsigned short, unsigned long, unsigned int).
ïåðåìåííûå, àíàëîãè÷íûå öåëî÷èñëåííûì ïåðåìåííûì ñî çíàêîì, íî
ñïîñîáíûå ïðèíèìàòü òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ è çíà÷åíèå íóëü.
Áåççíàêîâûé int ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 0 äî 4 · ∗109.

×èñëî ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé (double, �oat) ïðåäñòàâëåíèå äðîáíûõ ÷è-
ñåë, êîäà ÷èñëî õðàíèòñÿ â ôîðìå ìàíòèññû è ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè. Ê
ïðèìåðó, ÷èñëî 0.02 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äâóõ ÷èñåë: ìàíòèññû 2
è ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè 2. Êàê è öåëûå ÷èñëà, ýòîò òèï äàííûõ ìîæåò
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áûòü ðåàëèçîâàí ñ ïðèâëå÷åíèåì ðàçíûõ îáúåìîâ ïàìÿòè, ÷òî âëèÿ-
åò íà ìàêñèìàëüíîå ïðèíèìàåìîå çíà÷åíèå. Ê ïðèìåðó, â ÿçûêàõ C è
Java åñòü äâà òèïà ÷èñåë ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé � �oat (çàíèìàåò 4 áàé-
òà) è double (çàíèìàåò 8 áàéòîâ). double � 64-ðàçðÿäíûé òèï äàííûõ,
ïðè ýòîì 54 ðàçðÿäà âûäåëÿåòñÿ ïîä ìàíòèññó, 10 � ïîä ïîêàçàòåëü
ñòåïåíè. Ê òî÷íîñòè ÷èñåë ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé íóæíî îòíîñèòüñÿ ñ
îñòîðîæíîñòüþ, îñîáåííî ïðè ñðàâíåíèè äâóõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî
åñëè ïîäåëèòü åäèíèöó íà ÷èñëî 99999999999, à ïîòîì óìíîæèòü íà
íåãî æå, è ñïðîñèòü Java, ðàâåí ëè ðåçóëüòàò åäèíèöå, ïîëó÷èì îòâåò
false, ïîñêîëüêó ïðè îêðóãëåíèè è ïåðåâîäå èç äâîè÷íîé â äåñÿòè÷íóþ
ñèñòåìó è îáðàòíî ïðîèñõîäèò ñíèæåíèå òî÷íîñòè. Â ïðåäñòàâëåíèè
double ìàíòèññà ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò +(254)/2 äî (254)/2, ÷òî ñî-
îòâåòñòâóåò ïðèìåðíî 15-òè äåñÿòè÷íûì çíàêàì. Îäíàêî, ñóùåñòâóþò
÷èñëà ñ äëèíîé çíà÷àùåé ÷àñòè áîëüøå 15 çíàêîâ è äàæå èððàöèî-
íàëüíûå ÷èñëà. Çàïèñàâ ëþáîå òàêîå ÷èñëî â ïåðåìåííóþ òèïà double,
ìû íåèçáåæíî òåðÿåì òî÷íîñòü, ïîñêîëüêó 16-îå è ïîñëåäóþùèå çíà-
÷àùèå ÷èñëà áóäóò îòáðîøåíû. Òàê ÷òî, åñëè ìû õîòèì ñðàâíèòü äâà
÷èñëà ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé (a è b), ëó÷øå äåëàòü ýòî ñ óìîì: âçÿòü
êàêîå-ëèáî ìàëîå ÷èñëî (óðîâåíü çíà÷èìîñòè) è ñðàâíèâàòü ðàçíîñòü
ab ñ ýòèì ÷èñëîì.

Áóëåâà ïåðåìåííàÿ boolean ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ �èñòèíà� èëè �ëîæü�.
Äëÿ ðåàëèçàöèè òèïà äîñòàòî÷íî îäíîãî áèòà, è ÷àñòî äëÿ ýêîíîìèè
ïàìÿòè óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü äàííûå â âèäå ïåðåìåííûõ òèïà boolean.
Åñëè ó âàñ åñòü òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ ({1,0} èëè {+,−}) ðàçóìíåå âñåãî
ïðåäñòàâëÿòü èõ â âèäå boolean.

Ñèìâîëüíûé òèï äàííûõ char õðàíèò ñèìâîëû â ôîðìàòå Unicode è
çàíèìàåò äî 16 áèòîâ (äâóõ áàéòîâ).

1.2.2 Ìàññèâû

×àñòî èñïîëüçóþòñÿ ìàññèâû � ýòî ïðîíóìåðîâàííûå ìíîæåñòâà äàííûõ.
Ê ýëåìåíòó ìàññèâà ìîæíî îáðàòèòüñÿ ñ ïîìîùüþ èíäåêñà. Ìàññèâû ëåæàò
â ïàìÿòè ïîäðÿä. Ñëåäóÿ ñîãëàøåíèÿì â ÿçûêå C è Java, ìû áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ïåðâûé ýëåìåíò èìååò èíäåêñ 0. Åñëè ó íàñ åñòü ìàññèâ a, òî ýëåìåí-
òîì ìàññèâà ñ íîìåðîì i áóäåò a[i]. Äëèíó ìàññèâà áóäåì îáîçíà÷àòü êàê
a.length. ×àñòíûì ñëó÷àåì ìàññèâà ÿâëÿåòñÿ ñòðîêà � ìàññèâ èç ñèìâîëîâ.

1.2.3 Óêàçàòåëè

Îñîáîå ìåñòî â ñîâðåìåííîì ïðîãðàììèðîâàíèè çàíèìàþò óêàçàòåëè � ýòî
àäðåñà â ïàìÿòè, êîòîðûå óêàçûâàþò íàì ìåñòî, ãäå õðàíÿòñÿ äàííûå. Ïðè
ýòîì ñàìè äàííûå ìîãóò áûòü ðàçìåùåíû â ñàìûõ ðàçíûõ ìåñòàõ ïàìÿ-
òè. Íà ðèñ. 1.2 à) ïîêàçàí ôðàãìåíò ïàìÿòè êîìïüþòåðà. Âåðõíÿÿ ñòðîêà
� àäðåñà (îíè èäóò ïîäðÿä). Íèæíÿÿ ñòðîêà � ñîäåðæèìîå ÿ÷ååê ïàìÿ-
òè (äàííûå). Äàííûå ìîãóò èìåòü ñàìûé ðàçíûé õàðàêòåð � ÷èñëà, ñèì-
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âîëû (òîæå ïðåäñòàâëåíû ÷èñëàìè). Â ÷àñòíîñòè â äàííûõ ìîãóò ëåæàòü
àäðåñà � óêàçàòåëè íà äðóãèå ÿ÷åéêè ïàìÿòè. Èñïîëüçîâàíèå óêàçàòåëåé
äàåò ìíîæåñòâî ïðåèìóùåñòâ. Íàïðèìåð, ìàññèâ ñòðîê (à êàæäàÿ ñòðîêà
â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿåòñÿ ìàññèâîì) ìîæåò áûòü îðãàíèçîâàí êàê ìàññèâ
óêàçàòåëåé íà ñòðîêè. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòðîê íå òðåáóåò
ïåðåòàñêèâàíèÿ âñåõ ñèìâîëîâ ñòðîêè ñ ìåñòà íà ìåñòî (÷òî ïîòðåáóåò áîëü-
øîãî êîëè÷åñòâà îïåðàöèé). Äîñòàòî÷íî òîëüêî ïåðåñòàâèòü äâà óêàçàòåëÿ.
Êðîìå òîãî, èñïîëüçîâàíèå óêàçàòåëåé ïîçâîëÿåò íå ïëîäèòü ñóùíîñòåé.
Íàïðèìåð, ïîëíûé òåëåôîííûé íîìåð ñîäåðæèò êîä ñòðàíû, êîä ìåñòà èëè
ñåòè è ñîáñòâåííî òåëåôîííûé íîìåð. Âìåñòî êîäà ìåñòà èëè ñåòè óäîáíî
õðàíèòü óêàçàòåëü íà ýòîò êîä. Ïðè èçìåíåíèè êîäà ìû ìîæåì ïðîñòî çà-
ìåíèòü ñîäåðæàíèå îäíîé ÿ÷åéêè ïàìÿòè � è âñå íîìåðà, ñîäåðæàùèå ýòîò
êîä, àâòîìàòè÷åñêè åãî ïîìåíÿþò.

1.2.4 Ñòðóêòóðû

×àñòî íåêîòîðûå äàííûå îáðàçóþò êîìïëåêñ. Íàïðèìåð, ôàìèëèÿ, èìÿ, äà-
òà ðîæäåíèÿ è íîìåð çà÷åòíîé êíèæêè îáðàçóþò íåðàçäåëèìóþ çàïèñü è
ýòè äàííûå äîëæíû æèòü âìåñòå. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ñòðóêòóðå. Ïðè
ýòîì îòäåëüíûå ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ ïîëÿìè. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî äà-
òà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ÷èñëà, ìåñÿöà, ãîäà. Ìû
áóäåì îïèñûâàòü ñòðóêòóðó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Struct Date{year, month, day;}

2. Struct Stud{FamilyName, FirstName, BirthDay, Id}

Ê ïîëÿì ñòðóêòóðû ìû áóäåì îáðàùàòüñÿ ÷åðåç ñèìâîë '.' (òî÷êà). Íà-
ïðèìåð, åñëè ó íàñ åñòü ñòóäåíò Pupkine, òî íîìåð åãî çà÷åòêè áóäåì îáî-
çíà÷àòü êàê Pupkine.Id. Ïîëÿ ñòðóêòóðû â ïàìÿòè ëåæàò ïîäðÿä. Îòìåòèì
âàæíóþ äåòàëü. Ïðè ññûëêå íà äðóãóþ ñòðóêòóðó èëè ñòðîêó ìû âñåãäà áó-
äåì ïîíèìàòü, ÷òî â ñòðóêòóðå ëåæèò óêàçàòåëü íà íåå, à ñàìà ñòðóêòóðà
ìîæåò ïðè ýòîì ëåæàòü â äðóãîì ìåñòå ïàìÿòè. Íàøè ñîãëàøåíèÿ ñëåäóþò
ñèíòàêñèñó ÿçûêà Java. Íà ÿçûêå C, íàïðèìåð, íàì ñëåäîâàëî áû ïèñàòü
Pupkine->FamilyName.

Óïðàæíåíèå 1. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ñòðóêòóð.

1.3 Ñïîñîáû îïèñàíèÿ àëãîðèòìîâ

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ àëãîðèòìà îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû:

• â âèäå òåêñòîâûõ îïèñàíèé äåéñòâèé (òåêñòóàëüíàÿ ôîðìà); Ýòà ôîð-
ìà íå äîñòàòî÷íî ñòðîãàÿ, õîòÿ ÷àñòî îíà áîëåå ïîíÿòíà

• â âèäå áëîê ñõåì (ãðàôè÷åñêàÿ ôîðìà); Ýòà ôîðìà äîñòàòî÷íî ïðî-
çðà÷íà è íà íåå äàæå åñòü ñòàíäàðò. Îíà íàèáîëåå óäîáíà äëÿ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ïîòîêîâ äàííûõ, íî îïèñàíèå àëãîðèòìîâ ñ ïîìîùüþ áëîê-
ñõåì ãðîìîçäêî, îñîáåííî, åñëè â àëãîðèòìå åñòü öèêëû è âåòâëåíèÿ
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• â âèäå ïñåâäîêîäà (ñïîñîá îïèñàíèÿ àëãîðèòìîâ, èñïîëüçóþùèé êëþ-
÷åâûå ñëîâà ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íî îïóñêàþùèé ïîäðîáíîñòè
è ñïåöèôè÷åñêèé ñèíòàêñèñ). Ýòîò ñïîñîá âåñüìà óäîáåí äëÿ òåõ, êòî
çíàêîì ñ ïðîãðàììèðîâàíèåì. Íà ïñåâäîêîä íåò ñòàíäàðòà � â ðàçíûõ
èñòî÷íèêàõ âñòðå÷àþòñÿ ðàçíûå ìîäèôèêàöèè. Ìû áóäåì èñïîëüçî-
âàòü âåðñèþ, íàèáîëåå ïîõîæóþ íà ÿçûê C èëè Java. Òåêñò íà ïñåâäî-
êîäå íå åñòü íåïîñðåäñòâåííî ïðîãðàììà, ïîñêîëüêó îáû÷íî îïóñêàåò-
ñÿ öåëûé ðÿä âàæíûõ äåòàëåé

Ïðèìåð. Äàí ìàññèâ èç ÷èñåë. Íàäî åãî óïîðÿäî÷èòü, ò.å. ïåðåñòàâèòü
÷èñëà òàê, ÷òî-áû îíè øëè ïî âîçðàñòàíèþ. Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå âî âñåõ
òðåõ ôîðìàõ.

Ñëîâåñíîå îïèñàíèå (íàèâíàÿ ñîðòèðîâêà). Èùåì â ìàññèâå íàèìåíü-
øèé ýëåìåíò. Ìåíÿåì ìåñòàìè ïåðâûé ýëåìåíò è íàèìåíüøèé. Èùåì íàè-
ìåíüøèé ýëåìåíò â ÷àñòè ìàññèâà, íà÷èíàþùåéñÿ ñî âòîðîãî ýëåìåíòà. Ìå-
íÿåì ìåñòàìè âòîðîé ýëåìåíò è íàéäåííûé íàèìåíüøèé è ò.ä.

Áëîê-ñõåìà è ïîÿñíåíèÿ ê íåé ïîêàçàíû íà ðèñ.1.3

Ïñåâäîêîä:

1. NaiveSort (a[ ]){

2. for ( i=0; i < a.length ; i++){

3. min = a[i];

4. jmin = i;

5. for (j=i+1; j < a.length; j++){

6. if (min > a[j]){

7. min = a[j];

8. jmin = j;

9. }

10. }

11. a[jmin] = a[i];

12. a[i] = min;

13. }

14. }

Íåñêîëüêî îñîáåííîñòåé è âñòðå÷àþùèõñÿ âàðèàöèé. Â ýòîì ïðèìåðå
åñòü öèêë, óñëîâíûé îïåðàòîð, ïåðåìåííûå, ïðèñâàèâàíèÿ. Â ðàçíûõ âåðñè-
ÿõ ïñåâäîêîäà âñòðå÷àþòñÿ âàðèàíòû äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ýòèõ äåéñòâèé, íà-
ïðèìåð:

Öèêë for i = 0 until n

Óñëîâíûé îïåðàòîð if min > a[i] then

Ïðèñâàèâàíèå a[i] := min èëè a[i]←min
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Óïðàæíåíèå 2. Ìåòîä ñîðòèðîâêè �âñïëûâàþùèé ïóçûðåê� çàêëþ÷àåòñÿ
â ñëåäóþùåì. Èäåì âäîëü ìàññèâà. Åñëè âñòðåòèì èíâåðñèþ (ñèòóàöèþ,
êîãäà äâà ñîñåäíèõ ýëåìåíòà èìåþò íåïðàâèëüíûé ïîðÿäîê), ìåíÿåì èõ
ìåñòàìè è ïðîâåðÿåì, íå íàðóøèëñÿ ëè ïîðÿäîê äëÿ ïðåäûäóùåé ïàðû ýëå-
ìåíòîâ. Åñëè ïîðÿäîê ïðåäûäóùåé ïàðû íåïðàâèëüíûé, òî òàêæå ýòè äâà
ýëåìåíòà ìåíÿåì ìåñòàìè. È òàê ïîêà íå èñ÷åçíåò èíâåðñèÿ. Ïîñëå ÷åãî
ïðîäîëæàåì ïîèñê ñëåäóþùåé èíâåðñèè. Ïðåäñòàâüòå ýòîò àëãîðèòì â
âèäå áëîê-ñõåìû ïñåâäîêîäà.

Óïðàæíåíèå 3. Îöåíèòå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà íàèâíîé ñîðòèðîâêè.

1.4 Ýëåìåíòû áóëåâîé àëãåáðû

Áóëåâà àëãåáðà (íàçâàíà â ÷åñòü àíãëèéñêîãî ìàòåìàòèêà XIX âåêà Äæîð-
äæà Áóëÿ) ðàññìàòðèâàåò âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ �
1 (true; èñòèíà) èëè 0 (false; ëîæü). C òàêèìè âåëè÷èíàìè ìîæíî ïðîèçâî-
äèòü ðàçëè÷íûå îïåðàöèè � òàê æå, êàê ìû îïåðèðóåì ñ óòâåðæäåíèÿìè
ïðè ðàññóæäåíèÿõ. Ïîýòîìó áóëåâà àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ôîðìàëüíîé
ëîãèêè.

Èòàê, äàíî ìíîæåñòâî èç äâóõ ýëåìåíòîâ

B = {0, 1} èëè B = {true, false}

Â áóëåâîé àëãåáðå ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè â ìíîãîìåðíîì ìíîæåñòâå
Bn âèäà:

Bn → B

Ñêîëüêî âñåãî ðàçíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ? Íàïðèìåð, äëÿ
îòîáðàæåíèÿ B → B ìîãóò áûòü òàêèå âàðèàíòû:

0→ 0 0→ 1 0→ 1 0→ 0
1→ 0 1→ 1 1→ 0 1→ 1
false true ¬x x

òî åñòü ñóùåñòâóåò 4 òèïà ôóíêöèè B → B:

{B → B} = {true, false,¬x, x}

Åñëè ðå÷ü èäåò îá îòîáðàæåíèè B2 → B (n = 2; äâóõìåðíîñòü: 2 çíà÷åíèÿ
íà âõîäå, 1 � íà âûõîäå), òî ÷èñëî âàðèàíòîâ ôóíêöèè óâåëè÷èâàåòñÿ è
ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì óæå 24. Â îáùåì âèäå:

|{Bn → B}| = 22
n

(1.1)

Óïðàæíåíèå 4. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî 1.1.
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1.4.1 Îñíîâíûå îïåðàöèè áóëåâîé àëãåáðû

Âûäåëÿþò íåñêîëüêî îñíîâíûõ îïåðàöèé (ôóíêöèé) íàä áóëåâûìè ïåðåìåí-
íûìè: ëîãè÷åñêîå "èëè"(äèçúþíêöèÿ, OR, ëîãè÷åñêîå ñëîæåíèå, ∨, |), ëî-
ãè÷åñêîå "è"(êîíúþíêöèÿ, AND, ëîãè÷åñêîå óìíîæåíèå, ∧, &), ëîãè÷åñêîå
îòðèöàíèå "íå"(NOT, ¬, !).

Â ïðîãðàììèðîâàíèè âìåñòî ìàòåìàòè÷åñêèõ ñèìâîëîâ äëÿ îïåðàöèé èñ-
ïîëüçóþò îáîçíà÷åíèÿ:

òåêñò ïðîãðàììà
∨ |
∧ &
¬ !

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ (íàïðèìåð, OR èëè AND) èëè îä-
íîé ïåðåìåííîé (íàïðèìåð, NOT) óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå ìàòðèöû:

OR ( ∨ ) � ëîãè÷åñêîå ¾èëè¿:

or 0 1
0 0 1
1 1 1

AND ( ∧ ) � ëîãè÷åñêîå ¾è¿:

and 0 1
0 0 0
1 0 1

NOT ( ) � îòðèöàíèå:
not 0
0 0
1 1

Ìîæíî çàïèñûâàòü çíà÷åíèå áóëåâîé ôóíêöèè (ëþáîãî ÷èñëà ïåðåìåí-
íûõ) â âèäå òàáëèöû. Íàïðèìåð,

X,Y and
0,0 0
0,1 0
1,0 0
1,1 1

Çàäà÷à : ÷åìó ðàâíî çíà÷åíèå f(x, y) = (x∧y)∨(x∧¬y)? Ðåøåíèå: çàïèøåì
âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ â âèäå òàáëèöû:

X,Y and
0,0 0
0,1 0
1,0 1
1,1 1
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Îòñþäà f(x, y) = x.

1.4.2 Äðóãèå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå ôóíêöèè

XOR (�) � "èñêëþ÷àþùåå èëè":

� 0 1
0 0 1
1 1 0

EQ ( ≡ ) � ñîâïàäåíèå:

≡ 0 1
0 1 0
1 0 1

Ñëåäñòâèå (èìïëèêàöèÿ, y ⇒ x � "èç ó ñëåäóåò õ"):

y ⇒ x 0 1
0 1 1
1 0 1

Çàäà÷à: Ïîñòðîèì áóëåâó ôóíêöèþ îò n ïåðåìåííûõ x1, x2, ..., xn ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: äëÿ íà÷àëà íàïèøåì ÂÑÅ êîìáèíàöèè âèäà

[¬]x1 ∧ [¬]x2 ∧ ... ∧ [¬]xn,

ãäå [¬] îçíà÷àåò, ÷òî â êàêèõ-òî êîìáèíàöèÿõ áåðåì îòðèöàíèå, à â êàêèõ-
òî � íåò. Çàòåì âñå ïîëó÷åííûå êîìáèíàöèè îáúåäèíÿåì çíàêîì ∨. ×åìó
ðàâíî çíà÷åíèå ïîëó÷åííîé ôóíêöèè?

Ðåøåíèå: Èòàê, ìû ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèþ òàêîãî âèäà:

f(x1, x2, ..., xn) = (x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xn)∨
(¬x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xn)∨
(x1 ∧ ¬x2 ∧ ... ∧ xn)∨
...
(¬x1 ∧ ¬x2 ∧ ... ∧ ¬xn)

Èäåÿ ðåøåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè ëþáîì íàáîðå çíà÷åíèé x1, x2, ..., xn

õîòÿ áû â îäíîé ñêîáêå áóäåò 1 (true) è, ñëåäîâàòåëüíî, f(x1, x2, ..., xn) =
true. Áîëåå ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî âîçìîæíî ïî èíäóêöèè.
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Âàæíûå òîæäåñòâà

¬(x ∨ y) = ¬x ∧ ¬y
¬(x ∧ y) = ¬x ∨ ¬y
x ∧ true = x
x ∨ true = true
x ∧ false = false
x ∨ false = x
x ≡ y = (x ∧ y) ∨ (¬x ∧ ¬y)
x � y = (x ∨ y) ∧ (¬x ∨ ¬y)
x � y = ¬(x ≡ y)

Òåîðåìà 1. Ëþáóþ ëîãè÷åñêóþ ôóíêöèþ n ïåðåìåííûõ ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü ñ ïîìîùüþ îñíîâíûõ îïåðàöèé (∧, ∨, ¬).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ïðî-
âîäèòü ïî èíäóêöèè:

• äëÿ n = 1 åñòü 4 òèïà ôóíêöèè îò îäíîé ïåðåìåííîé: true, false, x,¬x,.
Îíè î÷åâèäíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç áàçîâûå îïåðàöèè

true = x ∨ ¬x;
false = x ∧ ¬x;
(x) = x;
(¬x) = ¬x

• ïóñòü ñ ïîìîùüþ îñíîâíûõ îïåðàöèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü ôóíêöèþ
n− 1 ïåðåìåííûõ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n:

f(x1, ..., xn−1, xn) = (f(x1, ..., xn−1, true) ∧ xn)∨
(f(x1, ..., xn−1, false) ∧ ¬xn)

Çàìåòèì, ÷òî f(x1, ..., xn−1, true) è f(x1, ..., xn−1, false) íà ñàìîì äåëå
ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ ôóíêöèÿìè n − 1 ïåðåìåííîé, è ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå êîìáèíàöèè áàçîâûõ îïåðà-
öèé. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêóþ áóëåâó ôóíêöèþ ëþáîãî ÷èñëà ïåðåìåí-
íûõ ìîæíî ðàçëîæèòü íà ôóíêöèè and, or, not. Èíäóêöèÿ çàâåðøåíà.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ìîæíî åùå ñóçèòü. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ëþáîé ëî-
ãè÷åñêîé ôóíêöèè ëþáîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ äîñòàòî÷íî îïåðàöèé ∨, ¬, òàê
êàê ∧ ïðåäñòàâèòü ìîæíî êàê: (x ∧ y) = ¬(¬x ∨ ¬y)

Íà ñàìîì äåëå áóëåâà àëãåáðà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñ îäíîé ñòîðîíû,
êàê àëãåáðà âûñêàçûâàíèé, à ñ äðóãîé, êàê àëãåáðà ìíîæåñòâ. Íàïðèìåð
óòâåðæäåíèå {ýëåìåíò x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A} ∨ {ýëåìåíò x ïðèíàä-
ëåæèò ìíîæåñòâó B} ýêâèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ {ýëåìåíò x ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó A ∪B}.



18 Ãëàâà 1. ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß

 

pi pps String ps 

      495 916 902 

 ... 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 ... 

 ... 0 12 33 1 16 6 0 0 31 11 22 12 25 14 ... 

 

Адреса
Данные

тел2 тел3 тел4 тел5 тел6тел1

 

Str3 Str4 Str1 Str2 Ps1 Ps2 Ps3 Ps4 

Ðèñ. 1.2: Óêàçàòåëè (ïîêàçàíû ñåðûì) ñîäåðæàò àäðåñà â ïàìÿòè, ïî êîòî-
ðûì ðàñïîëîæåíû ñàìè îáúåêòû. à) ôðàãìåíò ïàìÿòè. Âåðõíÿÿ ñòðîêà �
àäðåñà (îíè èäóò ïîäðÿä), íèæíÿÿ ñòðîêà � ñîäåðæèìîå ÿ÷ååê ïàìÿòè. á)
pps � óêàçàòåëü íà óêàçàòåëü. â) èëëþñòðèðóåò ñèòóàöèþ ñ êîäàìè ñåòè.
×åòûðå òåëåôîíà ññûëàþòñÿ íà êîä 495. Ïðè ñìåíå êîäà íà 499 äîñòàòî÷íî
ïîìåíÿòü çíà÷åíèå â îäíîé ÿ÷åéêå ïàìÿòè � è ñðàçó àâòîìàòè÷åñêè Òåë1,
Òåë.3, Òåë5 è Òåë6 ïðèîáðåòóò íîâûå êîäû. ã) Ìàñèâ ñòðîê � óêàçàòåëè
ëåæàò â ïàìÿòè ïîäðÿä, Ñàìè ñòðîêè ðàçáðîñàíû ïî ïàìÿòè.
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 i=0 

i<n? 

min=a[i]; jmin=i 

j=i+1 

j<n? 

a[j]<min? 

min=a[j]; jmin=i 

j=j+1 

a[jmin]=a[i] 

a[i]=min 

i=i+1 

 Конец

 

Начинаем просмотр массива

Если массив кончился, то идем в конец

Пока не просмотрели масив полагаем 

минимальный элемент в остатке массива 

равным a[i]

Начинаем искать минимум в оставшейся 

части массива

Если остаток массива закончился, 

идем вниз по стрелке

Если очередной элемент меньше, чем минимум, то 

обновляем значение минимума и запоминаем, где 

минимум находится

Переходим к следующему элементу

Меняем местами минимальный элемент и 

первый элемент массва

Переходим с следующему фрагменту массива

нет

да

да

да

нет

нет

Ðèñ. 1.3: Ïðèìåð áëîê-ñõåìû äëÿ íàèâíîé ñîðòèðîâêè ìàññèâà.
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Ãëàâà 2

Ïîèñê, ñîðòèðîâêà è

ñòðóêòóðû äàííûõ

2.1 Ïîèñê ýëåìåíòà â ìàññèâå

2.1.1 Ïîèñê â íåñîðòèðîâàííîì ìàññèâå

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó � íàéòè òåëåôîí â òåëåôîííîé êíèãå. Äëÿ
ýòîãî ðàçáåðåì ñíà÷àëà, ÷òî òàêîå òåëåôîííàÿ êíèãà. Òåëåôîííàÿ êíèãà ñî-
ñòîèò èç çàïèñåé (âñïîìíèì, ÷òî òàêîå ñòðóêòóðà), à êàæäàÿ çàïèñü ñîñòîèò
èç èìåíè è íîìåðà òåëåôîíà. Ïðè ïîèñêå â òåëåôîííîé êíèãå, êàê ïðàâèëî,
èùóò ïî èìåíè. Òî ïîëå, ïî êîòîðîìó ïðîèçâîäÿò ïîèñê, íàçûâàåòñÿ êëþ-
÷îì, à îñòàëüíûå ïîëÿ íàçûâàþòñÿ äàííûìè. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ êëþ÷ è
äàííûå ñîâïàäàþò (íàïðèìåð, â ïðîñòîì ìàññèâå ÷èñåë).

Èòàê, èùåì â êíèãå Òþòüêèíà. Ïîèñê óñòðîåí î÷åíü ïðîñòî.

1. i = 0

2. Áåðåì ýëåìåíò íîìåð i

3. Ïðîâåðèì, íå Òþòüêèí ëè ýòî

4. Åñëè Òþòüêèí, òî Óðà!

5. Èíà÷å ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó ýëåìåíòó: i = i+ 1

6. Åñëè ìàññèâ íå êîí÷èëñÿ, òî èäåì ê 2

7. Óâû...

Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà ïðèâåäåíà íà ðèñ.2.1

21



22 Ãëàâà 2. ÏÎÈÑÊ, ÑÎÐÒÈÐÎÂÊÀ È ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ ÄÀÍÍÛÕ

 i=0 

 

i=i+1 

 

 

 

 

 

 

 

Конец массива?

a[i]=Тютькин? Ура!

Увы...

Да

Да

Нет

Нет

Ðèñ. 2.1: áëîê-ñõåìà ïîèñêà â íå ñîðòèðîâàííîì ìàññèâå

Ïñåâäîêîä:

1. SearchElement (Elm e, a[]){

2. for (i =0; i<a.length; i++){

3. if (a[i] == e)

4. return "Óðà!!!";

5. }

6. return (Óâû...)

7. }

Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà â ëó÷øåì ñëó÷àå T = O(1) � êîãäà ïåðâûé
ýëåìåíò ñîäåðæèò èñêîìûé êëþ÷. Íî ýòî áûâàåò êðàéíå ðåäêî. Õóäøèì
ñëó÷àåì äëÿ àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå èñêîìîãî ýëåìåíòà, èëè åñëè
èñêîìûé ýëåìåíò íàõîäèòñÿ â êîíöå ìàññèâà. Âðåìÿ ðàáîòû â õóäøåì ñëó-
÷àå åñòü T = O(L). Â ñðåäíåì èñêîìûé ýëåìåíò íàõîäèòñÿ â ñåðåäèíå ìàñ-
ñèâà. Â ïåðâîì ñëó÷àå íàì â ñðåäíåì íàäî ïðîñìîòðåòü ïîëîâèíó ìàññèâà,
âî âòîðîì íàäî ïðîñìîòðåòü âåñü ìàññèâ. È â òîì è â äðóãîì ñëó÷àå âðåìÿ
ðàáîòû àëãîðèòìà T = O(L), ãäå L � äëèíà ìàññèâà. Òàê ëè ýòî?

Ïðîâåäåì áîëåå ñòðîãèé àíàëèç. Ïóñòü âåðîÿòíîñòü ñîâïàäåíèÿ êëþ÷à
ñ çàïðîñîì ïîèñêà ðàâíà p, à âåðîÿòíîñòü íåñîâïàäåíèÿ q = 1 − p. Òîãäà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öèêë íà ñòðîêå 2 ïðîéäåò îäèí ðàç, ðàâíà p. Âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî öèêë ïðîéäåò äâå èòåðàöèè ðàâíà pq , ïîñêîëüêó íà ïåðâîé
èòåðàöèè áûëî íåñîâïàäåíèå, à íà âòîðîé � ñîâïàäåíèå. Âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî öèêë îñòàíîâèòñÿ íà èòåðàöèè i, ðàâíà qip. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
÷èñëà îáîðîòîâ öèêëà ðàâíî:

E = p+ 2pq + 3pq2 + ...+ (L− 1)pqL−2 + LqL−1 =
p(1 + 2q + 3q2 + ...+ (L− 1)qL−2) + LqL−1

Ïîñëåäíèé ÷ëåí ñóììû íå ñîäåðæèò ìíîæèòåëÿ p, ïîñêîëüêó çäåñü íàì
óæå âñå ðàâíî, ñîâïàë ïîñëåäíèé ýëåìåíò èëè íåò � öèêë-òî ìû âñå ðàâíî
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ïðîêðóòèëè. Âû÷èñëèì ñóììó â ñêîáêàõ. Ýòî âðîäå áû ïî÷òè ãåîìåòðè÷å-
ñêàÿ ïðîãðåññèÿ, òîëüêî íàì ìåøàþò ìíîæèòåëè 2, 3, ..., (L − 1). Íåòðóäíî
çàìåòèòü, ÷òî ñóììà â ñêîáêàõ åñòü ïðîèçâîäíàÿ ïî q îò ñóììû:

1 + 2q + 3q2 + ...+ (L− 1)qL−2 =

d(q + q2 + ...+ qL−1)

dq
=

d

dq

(
q(1− qL−1)

1− q

)
Âñïîìèíàÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, ëåãêî âû÷èñëÿåì ýòó ïðîèçâîäíóþ:

S =
1− LqL−1 + (L− 1)qL

(1− q)2

Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è âñïîìèíàÿ, ÷òî
q = 1− p ïîëó÷àåì:

E = pS + LqL−1 =
1− qL

1− q

Èç òîãî æå ìàòàíàëèçà ìû çíàåì, ÷òî äëÿ p ≪ 1/L (1 − p)L ≈ 1 − Lp.
Ïîýòîìó ïîëó÷àåì

E =
1− p− (1− p)L

p
≈ −p+ Lp

p
= L = O(L)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè îöåíêó âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà � âðåìÿ
ðàáîòû åñòü O(L). Çàìåòèì, ÷òî îáû÷íî p äîñòàòî÷íî ìàëî. Îäíàêî, åñëè
p âåëèêî (ò.å. âåðîÿòíîñòü âñòðå÷è êëþ÷à âûñîêà), òî âðåìÿ ðàáîòû áóäåò
äîñòàòî÷íî ìàëûì � ïðè áîëüøèõ p îöåíêà áóäåò O(p/q). Èíûìè ñëîâàìè,
åñëè â íàøåé çàïèñíîé êíèæêå åñòü òîëüêî Òþòüêèíû è Ïóïêèíû, òî ïîèñê
Òþòüêèíà áûñòðî ïðèâåäåò ê óñïåõó.

Íàäî èìåòü âîçìîæíîñòü äîáàâëÿòü ýëåìåíòû â ìàññèâ è óäàëÿòü èõ èç
íåãî. Äîáàâëåíèå ýëåìåíòà ïðîèñõîäèò ïðîñòî � íàäî â êîíåö ìàññèâà (åñëè
åñòü ìåñòî) äîïèñàòü ýëåìåíò. Ýòà îïåðàöèÿ òðåáóåò êîíñòàíòíîãî âðåìåíè
T = O(1). Äëÿ âñòàâêè ýëåìåíòà â çàäàííóþ ïîçèöèþ íàäî îñâîáîäèòü ìå-
ñòî, äëÿ ÷åãî ïîäâèíóòü âñå ýëåìåíòà ìàññèâà. Ýòî òðåáóåò âðåìåíè ïîðÿäêà
O(L). Ïðè óäàëåíèè ýëåìåíòà íàäî ÷àñòü ìàññèâà ñïðàâà îò óäàëÿåìîãî ýëå-
ìåíòà ñäâèíóòü âëåâî. Ýòà îïåðàöèÿ òðåáóåò âðåìåíè, ïðîïîðöèîíàëüíîãî
äëèíå îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ìàññèâà. Â ñðåäíåì � O(L). Èòàê,

Ïðîñòîé ìàññèâ
Äîáàâëåíèå O(1)
Âñòàâêà O(L)
Óäàëåíèå O(L)
Ïîèñê O(L)
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2.1.2 Ïîèñê â ñîðòèðîâàííîì ìàññèâå

Ãäå íóæíîå ñëîâî íàéòè ïðîùå � â ñëó÷àéíîì ñïèñêå ñëîâ èëè â ñëîâà-
ðå? À ÷åì õîðîø ñëîâàðü? Êàêîå åãî îñíîâíîå ñâîéñòâî? Ñëîâà â ñëîâàðå
îòñîðòèðîâàíû, óïîðÿäî÷åíû. Ñîðòèðîâàòü ìîæíî òîëüêî òàêèå ìàññèâû,
â êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ ñðàâíèìûå ýëåìåíòû. Îáúåêòû íàçûâàþòñÿ ñðàâíè-
ìûìè, åñëè Äëÿ ∀x, y ñóùåñòâóåò òðè ñèòóàöèè: x < y, x > y, x = y, ïðè-
÷åì äëÿ îïåðàöèé >,< âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå òðàíçèòèâíîñòè: åñëè a < b è
b < c, òî a < c. Çàìåòèì, ÷òî ñðàâíèâàòü ìîæíî íå âñå ýëåìåíòû! Íàïðè-
ìåð, íå ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîãî ñïîñîáà ñðàâíèâàòü òî÷êè íà ïëîñêîñòè
èëè â ïðîñòðàíñòâå. Áûâàþò ñëó÷àè, êîãäà ìåæäó íåêîòîðûìè ýëåìåíòàìè
ìíîæåñòâà ìîæíî óñòàíîâèòü ñðàâíåíèå, à ìåæäó äðóãèìè � íåëüçÿ. Ýòè
ñëó÷àè ìû ðàññìîòðèì ïðè îáñóæäåíèè àëãîðèòìîâ íà ãðàôàõ.

Îòñîðòèðîâàòü ìàññèâ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì ñðàâíåíèÿ � çíà÷èò,
âûñòðîèòü åãî ýëåìåíòû â òàêîì ïîðÿäêå, ÷òî

∀i > 0 a[i− 1] ≤ a[i] ìàññèâ óïîðÿäî÷åí ïî âîçðàñòàíèþ
∀i > 0 a[i− 1] ≥ a[i] ìàññèâ óïîðÿäî÷åí ïî óáûâàíèþ

Ñëîâà ñðàâíèâàþò ëåêñèêîãðàôè÷åñêè. Ýòîò ñïîñîá ñðàâíåíèÿ èñïîëüçóåò-
ñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðè ïîñòðîåíèè ñëîâàðåé. Ñóòü åãî ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó.
Îòáðàñûâàåì ñîâïàäàþùèå ÷àñòè ñëîâ ñíà÷àëà, ïîòîì ñðàâíèâàåì ïåðâóþ
ïàðó áóêâ, êîòîðûå íå ñîâïàäàþò. Êàêàÿ áóêâà áëèæå ê íà÷àëó àëôàâèòà,
òî ñëîâî è ìåíüøå. Åñëè îäíî ñëîâî ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì äðóãîãî ñëîâà, òî
áîëåå êîðîòêîå ñëîâî ìåíüøå. Ïðèìåð: �ïèíãâèí� < �ïðîðûâ�;

Ïðåèìóùåñòâî ñîðòèðîâàííîãî ìàññèâà â áûñòðîòå ïîèñêà. Âñïîìíèì,
êàê èùåòñÿ ñëîâî â ñëîâàðå. Ìîæíî ëèñòàòü ñëîâàðü ñíà÷àëà, ïîêà íå íà-
òêíåøüñÿ íà íóæíîå ñëîâî. Îäíàêî, ýòî íå ñàìûé ýôôåêòèâíûé ñïîñîá.
Ìîæíî ïîñòóïèòü ïî-äðóãîìó:

1. Äåëèì ìàññèâ ïîïîëàì.

2. Ïðîâåðÿåì, ïîïàëî ëè ñëîâî íà ñåðåäèíó, è åñëè äà, òî Óðà!

3. Ñìîòðèì, ñëåäóåò ëè èñêàòü ñëîâî â ëåâîé èëè â ïðàâîé ïîëîâèíå.

4. Èùåì â ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëîâèíå òàêèì æå îáðàçîì.

Ïîêàæåì ðàáîòó àëãîðèòìà íà ïðèìåðå ïîèñêà ñëîâà "Äîáðî"â ñëîâà-
ðå. Ïîñëå ïåðâîãî äåëåíèÿ ïîïîëàì íàõîäèì ñëîâî �Êëþâ�. Ñëîâî, êîòîðîå
èùåì (êëþ÷) ìåíüøå, ÷åì �Êëþâ�, ïîýòîìó ïðîäîëæàåì ïîèñê â âåðõíåé
ïîëîâèíå ñëîâàðÿ. Äåëèì åå ïîïîëàì è íàõîäèì ñëîâî �Âèêèíã�. Ýòî ñëîâî
ìåíüøå êëþ÷à, ñëåäîâàòåëüíî èùåì â ÷àñòè ñëîâàðÿ ìåæäó ñëîâàìè �Âè-
êèíã� è �Êëþâ�.
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Àâòîð Àâòîð Àâòîð Àâòîð

Àíãàð Àíãàð Àíãàð Àíãàð

Áåíçèí Áåíçèí Áåíçèí Áåíçèí

Âèêèíã Âèêèíã Âèêèíã Âèêèíã
Äîáðî Äîáðî Äîáðî Äîáðî
Êâàäðàò Êâàäðàò Êâàäðàò Êâàäðàò

Êëþâ Êëþâ Êëþâ Êëþâ

Ëåíü Ëåíü Ëåíü Ëåíü

Ïèíãâèí Ïèíãâèí Ïèíãâèí Ïèíãâèí

Ïîðûâ Ïîðûâ Ïîðûâ Ïîðûâ

Ðàññâåò Ðàññâåò Ðàññâåò Ðàññâåò

Ñêàçêà Ñêàçêà Ñêàçêà Ñêàçêà

ßõòà ßõòà ßõòà ßõòà

Çàìåòèì, ÷òî íà êàæäîì ýòàïå ìû èùåì â ÷àñòè ñëîâàðÿ � ïîëíûé
ñëîâàðü åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ÷àñòè ñëîâàðÿ. Âîò àëãîðèòì ïîèñêà â ÷àñòè
ñëîâàðÿ:

1. B_Search (elm e, int from, int to){

2. int i = (to-from)/2;

3. if (e == a[i]) return(ÓÐÀ!);

4. if (to == from) return(ÓÂÛ...);

5. if (e>a[i]) return B_Search(e,i+1,to) ; // ðåêóðñèÿ!!

6. if (e<a[i]) return B_Search(e,from,i-1); // ðåêóðñèÿ!!

7. }

Â ñòðîêàõ 5, 6 ïðîöåäóðà B_Search âûçûâàåò ñàìó ñåáÿ. Òàêîé âûçîâ
íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèåé. Ðåêóðñèÿ � ýòî àíàëîã ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
äóêöèè, êîãäà áîëåå äëèííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ òî÷íî òàêîé æå,
íî áîëåå êîðîòêîé. Ðåêóðñèâíûé âûçîâ ïðîöåäóð øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â
àëãîðèòìàõ. Íàïðèìåð, âû÷èñëåíèå ôàêòîðèàëà ìîæíî ïðåäñòàâèò â âèäå
ðåêóðñèè:

1. factorial(n)={1, n==1; n*factorial(n-1)}

Óïðàæíåíèå 5. Íàïèøèòå àëãîðèòì áèíàðíîãî ïîèñêà áåç ðåêóðñèè â
âèäå öèêëà.

2.1.3 Àíàëèç àëãîðèòìà áèíàðíîãî ïîèñêà

×òîáû îöåíèòü âðåìÿ ðàáîòû áèíàðíîãî ïîèñêà ýëåìåíòà â îòñîðòèðîâàí-
íîì ìàññèâå, ïðåäñòàâèì ýòàïû ðàáîòû àëãîðèòìà â âèäå óçëîâ è ëèñòüåâ
äåðåâà (äåðåâî ïîèñêà). Óçëàì ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòè ("ïîëîâèíêè") ìàññè-
âà. Êîðåíü äåðåâà � ñàì ìàññèâ (ïóñòü from áóäåò 0 � ïåðâûé ýëåìåíò
ìàññèâà, to áóäåò n− 1 � ïîñëåäíèé ýëåìåíò ìàññèâà).
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0, n  

Íà ïåðâîì øàãå ðàáîòû àëãîðèòìà ëèñòüÿìè äåðåâà ñòàíîâÿòñÿ ïîëî-
âèíêè (áåç ñðåäíåãî ýëåìåíòà) ýòîãî ìàññèâà: äî è ïîñëå n/2:

  
0, n 

0, (n-1)/2 (n+1)/2, n 

Â èòîãå âîçíèêàåò äåðåâî, ïðîéäÿ ïî êîòîðîìó, ìîæíî íàéòè íóæíûé íàì
ýëåìåíò ìàññèâà (ðèñ.2.2) Ïîíÿòíî, ÷òî ïðîõîæäåíèå ïî ýòîìó äåðåâó àíà-

 
0, n- 1 

... ... 

 

(n+1)/2, n (n- 1)/2 

0, (n- 1)/ 4  (3n+1)/4  n , 

УРА!

0,

Ðèñ. 2.2: äåðåâî àëãîðèòìà ïîèñêà ýëåìåíòà â ñîðòèðîâàííîì ìàññèâå

ëîãè÷íî ðàáîòå ìåòîäà B_Search. Êàæäûé ñëåäóþùèé ýòàï ñîîòâåòñòâóåò
óçëó, èç êîòîðîãî âûõîäÿò òðè âåòâè � òðè âîçìîæíîñòè:

1. çàêîí÷èòü ðàáîòó, íàéäÿ íóæíûé ýëåìåíò â ñåðåäèíå ñîîòâåòñòâóþùåé
÷àñòè ìàññèâà (Óðà!)

2. ïðîäîëæèòü ïîèñê â íà÷àëüíîé ïîëîâèíå äàííîé ÷àñòè ìàññèâà

3. ïðîäîëæèòü ïîèñê â êîíå÷íîé ïîëîâèíå äàííîé ÷àñòè ìàññèâà

Â õóäøåì ñëó÷àå âðåìÿ ðàáîòû B_Search ðàâíî êîëè÷åñòâó äåëåíèé ìàñ-
ñèâà ïîïîëàì, ò.å. âûñîòå äåðåâà ïîèñêà. Êàêîé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ ñàìûì
íåáëàãîïðèÿòíûì? Êîãäà ìû íà÷èíàåì èç ñåðåäèíû ìàññèâà, à èñêîìûé
ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ïåðâûì èëè ñàìûì ïîñëåäíèì â ýòîì ìàññèâå; â
òàêîì ñëó÷àå ïðèäåòñÿ îáîéòè âñå äåðåâî, ïðåæäå ÷åì ìû íàéäåì íóæíûé
ýëåìåíò.

Âûñîòà äåðåâà h çàâèñèò îò ÷èñëà ëèñòüåâ â íåì. Îáðàòèòå âíèìàíèå:
íàøå äåðåâî � �êðàñèâîå�, �ïðàâèëüíîå� è ñèììåòðè÷íîå, èç êàæäîé åãî
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âåðøèíû âûõîäÿò òðè äî÷åðíèõ. Ó ýòîãî äåðåâà ÷èñëî ëèñòüåâ ≤ n (n �
äëèíà íàøåãî ìàññèâà). Äëÿ h è n èìååì òàêóþ îöåíêó:

2h−1 ≤ n ≤ 2h

èëè
h− 1 ≤ log2 n ≤ h

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà T (n) = O(h) = O(log n).
Âðåìÿ ðàáîòû áèíàðíîãî ïîèñêà � ëîãàðèôìè÷åñêîå, òîãäà êàê âðåìÿ ðà-
áîòû "íàèâíîãî"ïîèñêà ïî ìàññèâó òîé æå äëèíû � ëèíåéíîå. Äëÿ ìàññè-
âà äëèíîé ìèëëèîí ýëåìåíòîâ âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà íàèâíîãî ïîèñêà â
õóäøåì ñëó÷àå ñîñòàâèò ìèëëèîí îïåðàöèé, à áèíàðíûé ïîèñê ñïðàâèòñÿ ñ
ýòîé çàäà÷åé â õóäøåì ñëó÷àå ïðèìåðíî çà 20 îïåðàöèé. Îäíàêî äëÿ ðàáîòû
B_Search íåîáõîäèì îòñîðòèðîâàííûé ìàññèâ.

Ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ � õîðîøàÿ êîíñòðóêöèÿ äëÿ ïîèñêà, íî åñëè íàì
íàäî äîáàâèòü èëè óäàëèòü ýëåìåíò � âîçíèêàþò ïðîáëåìû. Äëÿ óäàëåíèÿ
ýëåìåíòà íàì íàäî âñå ýëåìåíòû ñ á�îëüøèìè èíäåêñàìè ïîäâèíóòü íàëåâî.
Âîò àëãîðèòì óäàëåíèÿ ýëåìåíòà íîìåð k èç ìàññèâà:

1. DelArray(a[], k){

2. for(i=k+1; i< a.length; i++){

3. a[i-1]=a[i];

4. }

5. }

Äîáàâëåíèå ýëåìåíòà åùå õóæå. Íàì íàäî, ÷òîáû ïîñëå äîáàâëåíèÿ ýëå-
ìåíòà ìàññèâ ñîõðàíèë ñâîéñòâî óïîðÿäî÷åííîñòè. Êðîìå òîãî, ìàññèâ èìå-
åò çàðàíåå îïðåäåëåííûé ðàçìåð. Ïîýòîìó äîáàâëåíèå ýëåìåíòà íå äîëæíî
ïðèâîäèòü ê ïåðåïîëíåíèþ. Åñëè ìàññèâ ïîëíîñòüþ çàïîëíåí, òî âñòàâèòü
ýëåìåíò óæå íå óäàñòñÿ (ýòî îäíî èç ñàìûõ ñåðüåçíûõ îãðàíè÷åíèé â èñ-
ïîëüçîâàíèè ìàññèâîâ). Åñëè æå ìåñòî äëÿ íîâîãî ýëåìåíòà åñòü, òî íàäî,
âî-ïåðâûõ, íàéòè ìåñòî êóäà âñòàâëÿòü ýëåìåíò (ìîæíî èñïîëüçîâàòü áè-
íàðíûé ïîèñê), çàòåì îñâîáîäèòü ìåñòî äëÿ âñòàâêè (ïîäâèíóòü âåñü õâîñò
ìàññèâà íàïðàâî), è òîëüêî ïîñëå ýòîãî âñòàâèòü ýëåìåíò.

Óïðàæíåíèå 6. Íàïèøèòå àëãîðèòì âñòàâêè ýëåìåíòà â ñîðòèðîâàí-
íûé ìàññèâ.

Óïðàæíåíèå 7. Ìîäèôèöèðóéòå àëãîðèòì áèíàðíîãî ïîèñêà òàê, ÷òî-
áû îí íàõîäèë ëèáî èíäåêñ ýëåìåíòà, åñëè îí åñòü, ëèáî èíäåêñ ñàìîãî
áîëüøîãî ýëåìåíòà, êîòîðûé ìåíüøå çàäàííîãî (ò.å. òîò ýëåìåíò, ïîñëå
êîòîðîãî íàäî âñòàâëÿòü íîâûé).

2.2 Ñîðòèðîâêà ìàññèâîâ

Äîïóñòèì, åñòü äâà îòñîðòèðîâàííûõ ìàññèâà. Ìîæíî ëè èõ ñëèòü òàê, ÷òî-
áû â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëñÿ ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ? Ìîæíî. Ïðè ýòîì âðåìÿ
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ðàáîòû òàêîãî ñëèÿíèÿ áóäåò ïîðÿäêà ñóììàðíîé äëèíû âõîäíûõ ìàññèâîâ.
Ýòîò àëãîðèòì áûë ïðåäëîæåí Äæîíîì ôîí Íåéìàíîì â 1945 ãîäó. Àëãî-
ðèòì íàçûâàåòñÿ ñîðòèðîâêîé ñëèÿíèåì (Merge_Sort) Â åãî îñíîâå ëåæàò
ñëåäóþùèå ñîîáðàæåíèÿ. Åñëè:

• ìàññèâ ðàçáèò íà äâà îòñîðòèðîâàííûõ ïîäìàññèâà;

• è ìû óìååì ñëèâàòü äâà îòñîðòèðîâàííûõ ìàññèâà.

Òîãäà:

• ðàçáèâàåì ìàññèâ íà äâå ïîëîâèíêè;

• ñîðòèðóåì êàæäóþ ïîëîâèíêó îòäåëüíî;

• ñëèâàåì ïîëîâèíêè.

Â îñíîâå ýòîãî àëãîðèòìà ëåæèò ïàðàäèãìà �ðàçäåëÿé è âëàñòâóé�, ñî-
ñòîÿùàÿ èõ 3-õ ýòàïîâ:

• Ðàçäåëåíèå: ðàçäåëåíèå çàäà÷è íà íåñêîëüêî ïîäçàäà÷.

• Ïîêîðåíèå: ðåêóðñèâíîå ðåøåíèå ïîäçàäà÷.

• Êîìáèíèðîâàíèå: ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è èñõîäÿ èç óæå ðåøåííûõ
ïîäçàäà÷.

Ðåêóðñèÿ äîñòèãàåò ñâîåãî íèæíåãî ïðåäåëà, êîãäà äëèíà ñîðòèðóåìîãî ïîä-
ìàññèâà ðàâíà 1, à òàêîé ìàññèâ ìîæíî ñ÷èòàòü óïîðÿäî÷åííûì. Ïîñëå ýòî-
ãî ìîæíî ñëèâàòü ìàññèâû.

Ðàññìîòðèì ýòîò àëãîðèòì, ðåàëèçîâàííûé íà ïñåâäîêîäå:

1. MergeSort (A, i1, i2){

2. if (i1 == i2) return A;

3. i = (i1+i2)/2;

4. A1 = MergeSort (A, i1, i);

5. A2 = MergeSort (A, i+1, i2);

6. return Merge (A1, A2);

7. }

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê àëãîðèòìó ñëèÿíèÿ ìàññèâîâ. Îñíîâíóþ èäåþ ñëèÿíèÿ
äâóõ îòñîðòèðîâàííûõ ìàññèâîâ ìîæíî îáúÿñíèòü íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.
Ïóñòü èìååòñÿ äâå ñòîïêè êàðò, ëåæàùèõ ðóáàøêàìè âíèç òàê, ÷òî â ëþ-
áîé ìîìåíò âèäíî òîëüêî âåðõíþþ êàðòó â êàæäîé èç ýòèõ ñòîïîê. Ïóñòü
òàêæå, êàðòû â êàæäîé èç ýòèõ ñòîïîê èäóò ñâåðõó âíèç â íåóáûâàþùåì
ïîðÿäêå (àíàëîã îòñîðòèðîâàííûõ ìàññèâîâ). Êàê ñäåëàòü èç ýòèõ ñòîïîê
îäíó? Íà êàæäîì øàãå ìû áåðåì ìåíüøóþ èç äâóõ âåðõíèõ êàðò è êëàäåì
åå (ðóáàøêîé ââåðõ) â ðåçóëüòèðóþùóþ ñòîïêó. Êîãäà îäíà èç îñòàâøèõ-
ñÿ ñòîïîê ñòàíîâèòñÿ ïóñòîé, ìû äîáàâëÿåì âñå îñòàâøèåñÿ êàðòû âòîðîé
ñòîïêè ê ðåçóëüòèðóþùåé ñòîïêå.

Ïñåâäîêîä òàêîãî ñëèÿíèÿ ìîæíî óâèäåòü íèæå:
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1. Merge(a1[], a2[]) {

2. a[]=new array[a1.length+a2.length];

3. int i1=0;

4. int i2=0;

5. while ((i1+i2)< a.length ){

6. if(i1 < a1.length && i2 < a2.length){

7. if(a1[i1]< a2[i2]){

8. a[i1+i2]=a1[i1];

9. i1++;}

10. else {

11. a[i1+i2]=a2[i2];

12. i2++;}

13. }

14. if(i1 = a1.length) {

15. a[i1+i2]=a2[i2];

16. i2++;}

17. if(i2 = a2.length) {

18. a[i1+i2]=a2[i1];

19. i1++;}

20. }

21. return a;

22. }

Ïîÿñíèì ïñåâäîêîä. Â ñòðîêå 2 ìû ñîçäàåì âñïîìîãàòåëüíûé ìàññèâ, êó-
äà áóäåì çàïèñûâàòü ðåçóëüòàò ñëèÿíèÿ. ßñíî, ÷òî äëèíà ýòîãî ìàññèâà
ðàâíà ñóììå äëèí âõîäíûõ ìàññèâîâ. Ñòðîêè 3 è 4 óñòàíàâëèâàþò óêàçàòå-
ëè íà íà÷àëî ìàññèâîâ. Â ñòðîêå 6 ìû ïîâåðÿåì, åñòü ëè ýëåìåíòû â îáîèõ
ìàññèâàõ. Ñòðîêà 6 � ñðàâíåíèå ýëåìåíòîâ è ïåðåíîñ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëå-
ìåíòîâ (ñòðîêè 11 è 15). Ïðè ïåðåíîñå ýëåìåíòîâ óâåëè÷èâàþòñÿ èíäåñêñû
ìàññèâîâ (ñòðîêè 12,16). Åñëè æå îäèí èç ìàññèâîâ èñ÷åðïàí (ñòðîêè 14,
17 ïðîâåðÿþò ýòî), òî ïåðåíîñèì ýëåìåíòû îñòàâøåãîñÿ ìàññèâà (ñòðîêè 15,
18). Ïðîöåäóðà âîçâðàùàåò íîâûé ìàññèâ (ñòðîêà 21).

Óïðàæíåíèå 8. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ðàáîòó ñëèÿíèÿ íà ïðèìåðå ìàññè-
âîâ: [3, 7, 8, 10]; [2, 4, 6, 9].

2.2.1 Àíàëèç àëãîðèòìà Merge_Sort

Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåíåì ðàáîòû ïðîöåäóðû Merge.
Î÷åâèäíî, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû ýòîé ïðîöåäóðû åñòü O(N) . Äåéñòâèòåëüíî,
âðåìÿ îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåíåì ðàáîòû öèêëà ñòðîêè 5, à îí ïðîêðó÷èâàåòñÿ
ðîâíî N ðàç, ãäå N � äëèíà ðåçóëüòèðóþùåãî ìàññèâà. Òîãäà âðåìÿ ðàáîòû
àëãîðèòìà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðåêóðñèè:

T (N) = 2 · T (N/2) +O(N) (2.1)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå � ñîðòèðîâêà ïîäìàññèâîâ (èõ äâà, äëèíîé N/2), âòîðîå
ñëàãàåìîå � ñëèÿíèå



30 Ãëàâà 2. ÏÎÈÑÊ, ÑÎÐÒÈÐÎÂÊÀ È ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ ÄÀÍÍÛÕ

Òåîðåìà 1 (Òåîðåìà î ðåêóðñèè Merge_Sort). Åñëè T (N) = 2T (N/2) +
O(N) ≤ 2T (N/2) + bN , ãäå b � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà òî ñóùåñòâóåò C
òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî N

T (N) ≤ C ·N · logN

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè:

• Áàçà èíäóêöèè: ïðè N = 3 âåëè÷èíà T ðàâíà ÷åìó-òî, íàïðèìåð, a · 3 ·
log 3 è äëÿ ëþáîãî C ≥ a íå ïðåâûøàåò îöåíêó.

• Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè: Äîïóñòèì, óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ N/2

• Òîãäà

T (N) ≤ 2 · T (N/2) + b ·N ≤ â ñèëó ðåêóðñèè 2.1

2 · C ·N/2 · log(N/2) + b ·N ≤ ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

C ·N · logN +N · (b− C · log 2)

ïîëàãàÿ C äîñòàòî÷íî áîëüøèì (C ≥ max{T (3)/3 log 3, b/ log 2}) äå-
ëàåì âòîðîé ÷ëåí îòðèöàòåëüíûì. Ïåðâûé ýëåìåíò â ìàêñèìóìå âîç-
íèêàåò èç îñíîâàíèÿ èíäóêöèè. Âòîðîé � îáóñëîâëåí íåîáõîäèìîñòüþ
ñäåëàòü îòðèöàòåëüíûì âòîðîé ÷ëåí. Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷àåì:

T (N) ≤ C ·N · logN = O(N logN)

Âðåìÿ ðàáîòû Merge_Sort T (N) = O(N logN), îäíàêî ó ñîðòèðîâêè ñëè-
ÿíèåì èìååòñÿ îäèí íåäîñòàòîê: íåîáõîäèìî ñîçäàíèå äîïîëíèòåëüíîãî ìàñ-
ñèâà, ÷òî çàíèìàåò ìåñòî â ïàìÿòè.

Óïðàæíåíèå 9. Ïîïðîáóéòå ñîçäàòü àëãîðèòì ñîðòèðîâêè Merge_Sort
áåç èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ìàññèâîâ è áåç ðåêóðñèè.

2.2.2 Áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà (QSort)

Àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé ×àðëüçîì Õîàðîì â 1962 ãîäó, áûë íàçâàí ñîðòè-
ðîâêîé ðàçäåëåíèåì. Ìåòîä îêàçàëñÿ íàñòîëüêî ýôôåêòèâíûì, ÷òî âñêîðå
åãî ñòàëè íàçûâàòü àëãîðèòìîì áûñòðîé ñîðòèðîâêè (quick sort, QSort).

Ñîðòèðîâêà ìåòîäîì QSort îñíîâàíà íà îäíîì èç ñâîéñòâ óïîðÿäî÷åííî-
ãî ìàññèâà: Ìàññèâ îòñîðòèðîâàí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî
ýëåìåíòà q âñå ýëåìåíòû ìàññèâà ñëåâà íå áîëüøå åãî, à âñå ýëåìåíòà ñïðàâà
� íå ìåíüøå:

∀k : (∀i < ka[i] ≤ a[k])&(∀j > ka[j] ≥ a[k])

Áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà, êàê è ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì, îñíîâàíà íà ïðèíöèïå
�ðàçäåëÿé è âëàñòâóé�. Äëÿ ýòîãî áåðåì ïåðâûé ýëåìåíò (îïîðíûé ýëåìåíò)
â ìàññèâå è ïîïðîáóåì ñäåëàòü ïåðåñòàíîâêè òàê, ÷òîáû ñëåâà îò íåãî áûëè
ýëåìåíòû ìåíüøå, à ñïðàâà � áîëüøå åãî:
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1. Èùåì ñ ïðàâîãî êîíöà ïåðâûé ýëåìåíò, êîòîðûé ìåíüøå îïîðíîãî è
ìåíÿåì èõ ìåñòàìè

2. Èùåì ñëåâà ïåðâûé ýëåìåíò, êîòîðûé áîëüøå îïîðíîãî è ìåíÿåì èõ
ìåñòàìè

3. Ïîâòîðÿåì ïðîöåäóðó äî òåõ ïîð, ïîêà ìàññèâ íå îêàæåòñÿ ðàçáèòûì
íà äâà ïîäìàññèâà

4. Ïîñëå ðàçáèåíèÿ ìîæíî ïðèìåíèòü òó æå ïðîöåäóðó ê ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòÿì ìàññèâà

Ïîñëå ïåðâîé èòåðàöèè ñïðàâà îêàçûâàåòñÿ ÷àñòü ìàññèâà, êîòîðàÿ áîëüøå
q, ïîñëå âòîðîé � ñëåâà îêàçûâàåòñÿ ÷àñòü ìàññèâà, êîòîðàÿ íå ïðåâûøàåò
q, à çîíà ìàññèâà, äëÿ êîòîðîé íåèçâåñòíî îòíîøåíèå ê q � ñîêðàùàåòñÿ.
Ïðîöåäóðó ïîâòîðÿåì äî òåõ ïîð, ïîêà ýòà çîíà íå ñîæìåòñÿ äî îäíîãî ýëå-
ìåíòà � q. Ïîñëå òîãî, êàê ìû ðàçäåëèëè ìàññèâ íà äâå (âîîáùå-òî ãîâîðÿ
íå ðàâíûå) ÷àñòè ìîæíî ê ýòèì ÷àñòÿì ïðèìåíèòü òó æå ïðîöåäóðó. Òåïåðü
ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìà íà ïñåâäîêîäå:

1. QSort (A, from, to){

2. int q;

3. if (from < to){

4. q = Partition (A, from, to);

5. QSort (A, from, q-1);

6. QSort (A, q+1, to);

7. }

8. }

Ïîÿñíåíèÿ. Åñëè ìàññèâ ñîäåðæèò áîëüøå îäíîãî ýëåìåíòà (ñòðîêà 3), òî
åãî ñîðòèðóåì: ïðåòàñîâûâàåì ìàññèâ òàê, ÷òîáû ïîÿâèëîñü äâå ÷àñòè òàê,
÷òîáû âñå ýëåìåíòû â ëåâîé ÷àñòè áûëè íå áîëüøå ëþáîãî ýëåìåíòà â ïðàâîé
÷àñòè (ñòðîêà 4). Ïîñëå ýòîãî ñîðòèðóåì ïî îòäåëüíîñòè ëåâóþ è ïðàâóþ
÷àñòè (ñòðîêè 5,6). Îòìåòèì îñîáåííîñòü � ëåâàÿ ÷àñòü íà÷èíàåòñÿ ñ íà÷àëà
ìàññèâà (from) è çàêàí÷èâàåòñÿ ïðåäûäóùèì ýëåìåíòîì (q − 1), à ïðàâàÿ
íà÷èíàåòñÿ ñî ñëåäóþùåãî çà q ýëåìåíòîì, ò.å. q áîëüøå íå òðîãàåì.

Ìåòîä Partition ðàçáèâàåò äàííûé ìàññèâ íà äâà ïîäìàññèâà è âîçâðà-
ùàåò ïîçèöèþ îïîðíîãî ýëåìåíòà.

1. Partition (int[] a, int from, int to){

2. int q=a[from];

3. int i =from;

4. int i1=from;

5. int i2=to-1;

6. while (i1!=i2){

7. while (a[i2]>=q)

8. i2--;

9. a[i]=a[i2];
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10. a[i2]=q;

11. i=i2;

12. while(a[i1]<q)

13. i1++;

14. a[i]=a[i1];

15. a[i1]=q;

16. i=i1;

17. }

18. return i; // ïðîöåäóðà âîçâðàùàåò íîìåð ýëåìåíòà, êîòîðûé

// îáëàäàåò íóæíûì ñâîéñòâîì: âñå ýëåìåíòû ñïðàâà

// áîëüøå, âñå ýëåìåíòû ñëåâà íå áîëüøå

19. }

Ïîÿñíåíèÿ ê àëãîðèòìó Partition. Íà âõîä àëãîðèòì ïîëó÷àåò ìàññèâ è ãðà-
íèöû ôðàãìåíòà ìàññèâà, êîòîðûé ìû áóäåì äåëèòü íà ÷àñòè. Ñòðîêè 2-5
ïðîèçâîäÿò èíèöèàëèçàöèþ. Â ïåðåìåííûõ i1, i2 õðàíÿòñÿ ãðàíèöû íåîáðà-
áîòàííîé ÷àñòè ìàññèâà; â ÷àñòè ìàññèâà ñ èíäåêñàìè < i1 ýëåìåíòû ìåíü-
øå, ÷åì q, à â ÷àñòè ìàññèâà > i2 âñå ýëåìåíòû íå ìåíüøå, ÷åì q. Â ïðîöåññå
ðàáîòû ìû ñóæàåì íåîáðàáîòàííóþ ÷àñòü ìàññèâà. Ñíà÷àëà â ïðàâîé ÷àñòè
èùåì ýëåìåíò ìàññèâà, íàðóøàþùèé ïðàâèëî, ò.å. ýëåìåíò, êîòîðûé ìåíü-
øå èëè ðàâåí q. Êîãäà åãî íàéäåì, ìåíÿåì ìåñòàìè åãî è ïåðâûé ýëåìåíò.
Ïîòîì èùåì "íàðóøèòåëÿ"ñ íà÷àëà ìàññèâà è äåëàåì ïåðåñòàíîâêó. Ïîòîì
ïðîäîëæàåì èñêàòü â êîíöå ìàññèâà è ò.ä., ïîêà i1 è i2 íå ñîâïàäóò, ÷òî
îçíà÷àåò, ÷òî íåîáðàáîòàííàÿ ÷àñòü ñæàëàñü äî îäíîãî ýëåìåíòà.

Òî÷íûé àíàëèç àëãîðèòìà áûñòðîé ñîðòèðîâêè äîñòàòî÷íî ñëîæåí, ïðè-
âåäåì çäåñü ëèøü îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ. Ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà
T (N) = O(N logN). Â õóäøåì ñëó÷àå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà êâàäðàòè÷-
íîå (T (N) = O(N2) ). Õóäøèé ñëó÷àé � êîãäà ìàññèâ óæå îòñîðòèðîâàí
â ïðÿìîì èëè â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Åñëè ìû çàðàíåå çíàåì îá ýòîì, ëó÷øå
�èñïîðòèòü� ìàññèâ, ïåðåòàñîâàâ åãî ýëåìåíòû â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå (÷òî
çàíèìàåò N îïåðàöèé), è çàòåì ïðèìåíèòü QSort (O(N logN) ). Èçáåæàòü
ýòîãî ìîæíî ïðåäâàðèòåëüíî ïåðåòàñîâàâ ìàññèâ çà âðåìÿ O(N). È äàæå
â ýòîì ñëó÷àå áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà áóäåò ðàáîòàòü áûñòðåå íàèâíîé. Êàê
óçíàòü, õîðîø ëè ìàññèâ äëÿ ðàáîòû QSort? Óïîðÿäî÷åííîñòü ìàññèâà îöå-
íèâàåòñÿ ïî ÷èñëó èíâåðñèé. Ñëó÷àéíûé, íåóïîðÿäî÷åííûé ìàññèâ äëèíû
N ñîäåðæèò ïðèáëèçèòåëüíî N/2 èíâåðñèé (òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé!). Åñëè
÷èñëî èíâåðñèé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ � ìàññèâ îòñîðòèðîâàí â âîçðàñòàþùåì
ïîðÿäêå, åñëè ê N � â óáûâàþùåì.

Ê äîñòîèíñòâàì áûñòðîé ñîðòèðîâêè îòíîñèòñÿ:

• Âûñîêàÿ ñêîðîñòü ðàáîòû.

• Ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè.

Â îòëè÷èè îò ñîðòèðîâêè ñëèÿíèåì (Merge_Sort) àëãîðèòì áûñòðîé ñîðòè-
ðîâêè (QSort) îäíèì íåäîñòàòêîì. Ýòî � íåóñòîé÷èâîñòü (òî åñòü ÿ÷åéêè ñ
îäèíàêîâûìè äàííûìè ìîãóò èçìåíèòü ïîëîæåíèå äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà
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ïîñëå ñîðòèðîâêè). Ýòîò íåäîñòàòîê íå òàê âàæåí ïðè ñîðòèðîâêå ìàññèâîâ
÷èñåë, íî ìîæåò îêàçàòüñÿ âàæíûì ïðè ñîðòèðîâêå êëþ÷åé, êîòîðûå ñâÿ-
çàíû ñ íåêîòîðûìè äàííûìè.

Óïîðÿäî÷åííûé ìàññèâ òîæå èìååò ñâîè íåäîñòàòêè. Äîáàâëåíèå ýëå-
ìåíòîâ â íåãî òðåáóåò óñèëèé:

1. Íàéòè ìåñòî êóäà âñòàâèòü (T (N) = O(logN))

2. Îñâîáîäèòü ìåñòî äëÿ âñòàâêè (T (N) = O(N))

3. Âñòàâèòü ýëåìåíò

Êðîìå òîãî, íåò ãàðàíòèé, ÷òî ðàçìåð ìàññèâà ïîçâîëèò âñòàâêó ýëåìåíòà.
Ìû óæå ïîíÿëè, ÷òî ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ ýòî õîðîøî. Íî âîçíèêàåò

âîïðîñ, ÷òî ëó÷øå ïî ìåðå äîáàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ âñòàâëÿòü èõ íà ïðàâèëü-
íîå ìåñòî èëè ñíà÷àëà ñîáðàòü ìàññèâ, à ïîòîì îòñîðòèðîâàòü? Îöåíèì
âðåìÿ, òðåáóåìîå íà ñáîðêó ìàññèâà. Íà êàæäîì øàãå íàäî: (1) íàéòè ìå-
ñòî äëÿ âñòàâêè (T (N) = O(logN)) ; (2) ñäåëàòü âñòàâêó (T (N) = O(N)).
Èòîãî äëÿ ñáîðêè óïîðÿäî÷åííîãî ìàññèâà íåîáõîäèìî:∑

i

(α · i+ β · log i) = α · N(N + 1)

2
+ β ·

∑
i

log i = O(N2)

Ñâîéñòâà ñîðòèðîâàííîãî ìàññèâà:

Óïîðÿäî÷åííûé ìàññèâ
Âñòàâêà O(L)
Óäàëåíèå O(L)
Ïîèñê O(logL)

Åñòü ñòðóêòóðû äàííûõ ëèøåííûå ýòèõ íåäîñòàòêîâ, î íèõ ÷èòàéòå íèæå.

2.3 Ñïèñêè

2.3.1 Îäíîñâÿçíûé ñïèñîê

Âñåì çíàêîì ïðèíöèï ïîñòðîåíèÿ î÷åðåäè â ïîëèêëèíèêå: êàæäîìó ñëåäó-
þùåìó ÷åëîâåêó äîñòàòî÷íî çíàòü, êòî ñòîèò ïåðåä íèì, ïðè ýòîì ëþäè íå
îáÿçàòåëüíî ñòîÿò ñòðîãî îäèí çà äðóãèì, îíè ìîãóò, ê ïðèìåðó, îòõîäèòü.
Íà ýòîì ïðèíöèïå ïîñòðîåíà òàêàÿ ñòðóêòóðà äàííûõ, êàê ñâÿçíûé ñïèñîê
(îäíîñâÿçíûé ñïèñîê). Ñâÿçíûé ñïèñîê ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç
êîòîðûõ íåñåò êàêèå-òî äàííûå (data). Êðîìå òîãî, ëþáîé ýëåìåíò èìååò
ññûëêó íà ñëåäóþùèé çà íèì ýëåìåíò (next). Ïîñëåäíèé ýëåìåíò ñïèñêà
ññûëàåòñÿ íà ïóñòîé ýëåìåíò � null. Â îòëè÷èå îò ýëåìåíòîâ ìàññèâà, ÷à-
ñòè ñâÿçíîãî ñïèñêà ìîãóò ëåæàòü â ðàçíûõ ìåñòàõ ïàìÿòè, íå îáÿçàòåëüíî
îäèí çà äðóãèì.

Ýëåìåíò ñâÿçíîãî ñïèñêà ìîæíî îïèñàòü òàê:
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1. Struct LinkedListItem {

2. data d;

3. LinkedListItem next;

4. }

×òîáû îïðåäåëèòü ñâÿçíûé ñïèñîê, äîñòàòî÷íî óêàçàòü ïåðâûé ýëåìåíò
ñïèñêà (root). Íà íåãî íå ññûëàåòñÿ íè îäèí äðóãîé ýëåìåíò. Ïîëåçíî çíàòü
ïîñëåäíèé ýëåìåíò (êîòîðûé ññûëàåòñÿ íà null) è ðàçìåð ñïèñêà (ðèñ.2.3).
Èòàê, ñòðóêòóðà ñâÿçíîãî ñïèñêà ìîæåò áûòü îïèñàíà:

 

Data2 next Data1 next Data4 next Data3 next 

null 

Root Last 

Linked list 

Ðèñ. 2.3: Îäíîñâÿçíûé ñïèñîê

1. Struct LinkedList{

2. LinkedListItem root;

3. LinkedListItem last;

4. int size;

5. }

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå îïåðàöèè äëÿ ñâÿçíîãî ñïèñêà.
Ïîèñê. Ïîèñê ïî ñâÿçíîìó ñïèñêó îïðåäåëåííûõ äàííûõ (data d) âåäåòñÿ

îò êîðíÿ. Â õîäå ïîèñêà ïðîñìàòðèâàåòñÿ ïî î÷åðåäè êàæäûé ýëåìåíò: åñòü
â ýòîì ýëåìåíòå íóæíûå äàííûå? � íåò � èäåì äàëüøå, åñòü � óðà; òàê
äî ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà (ññûëàþùåãîñÿ íà null). Ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòì
ïîèñêà íå îòëè÷àåòñÿ îò òàêîâîãî äëÿ ìàññèâà. Ïîíÿòíî, ÷òî è ðàáîòàåò îí
çà òî æå âðåìÿ T (N) = O(N) , ãäå N � âåëè÷èíà ñïèñêà

Óïðàæíåíèå 10. Íàïèøèòå àëãîðèòì ïîèñêà ýëåìåíòà â ñâÿçíîì ñïèñ-
êå.

Âñòàâêà ýëåìåíòà. Ïëþñ ñâÿçíîãî ñïèñêà â òîì, ÷òî íîâûé ýëåìåíò â
íåãî ìîæíî äîáàâëÿòü âñåãî çà îäíó îïåðàöèþ, íåçàâèñèìî îò äëèíû ñïèñ-
êà. Ïðèìåð èç æèçíè. Âû ñòîèòå â î÷åðåäè â áóôåò (âû çíàåòå çà êåì âû
ñòîèòå). Ê âàì ïîäõîäèò çíàêîìûé è îí, åñòåñòâåííî, âñòàåò âìåñòå ñ âàìè.
Òåïåðü îí ñòîèò çà òåì, çà êåì ñòîÿëè âû, à âû ñòîèòå çà íèì.

Åñëè ìû çíàåì ýëåìåíò, ïîñëå êîòîðîãî íóæíî âñòàâèòü íîâûé, òî íåîá-
õîäèìî ïðîñòî ïåðåêëþ÷èòü ññûëêè.

1. insertAfter (LinkedListItem elm, LinkedListItem after) {

2. if(after==null){
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3. elm.next=root;

4. root= elm;

5. if(size==0) last=elm;

6. size++;

7. return;

8. }

9. elm.next = after.next;

10. after.next = elm.next;

11. if(elm.next==null) last= elm;

12. size++;

13. }

Êîììåíòàðèé ê êîäó. Åñëè ìû óêàçûâàåì â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà after null,
òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû âñòàâëÿåì íîâûé êîðíåâîé ýëåìåíò (ñòðîêè 2 - 7).
Â ÷àñòíîñòè, òàê ìîæíî ñîçäàâàòü íîâûé ñïèñîê. Î÷åâèäíî, ÷òî âñòàâêà
ýëåìåíòà òðåáóåò êîíñòàíòíîãî êîëè÷åñòâà îïåðàöèé: T (N) = O(1).

Óäàëåíèå. Íå ïîëó÷èòñÿ óäàëèòü ýëåìåíò èç ñâÿçíîãî ñïèñêà òàê æå ïðî-
ñòî è áûñòðî, êàê âñòàâèòü, ïîñêîëüêó êàæäûé ýëåìåíò "çíàåò"òîëüêî ñëå-
äóþùåãî ñîñåäà, íî íå ïðåäûäóùåãî. Ïîýòîìó äëÿ óäàëåíèÿ ýëåìåíòà ïðè-
äåòñÿ ïðîéòè âåñü ñïèñîê îò root äî ýëåìåíòà, çà êîòîðûì ñëåäóåò óäàëÿå-
ìûé ýëåìåíò:

1. remove(LinkedListItem r){

2. for(LinkedListItem l=root; l!=null; l=l.next){

3. if (l.next == r){

4. l.next=r.next;

5. if(l==root) root=l.next;

6. if(l.next==last) last=l;

7. size --;

8. return;

9. }

10. }

11. return ERROR!!!

12. }

Ñâÿçíûé ñïèñîê, â îòëè÷èå îò ìàññèâà, ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé äàííûõ ñ íå
ôèêñèðîâàííîé äëèíîé. Ñîçäàâàÿ íîâûé ñïèñîê, ìû çàäàåì åãî root, ê êîòî-
ðîìó â äàëüíåéøåì ìîæíî äîáàâëÿòü ñêîëüêî óãîäíî íîâûõ ýëåìåíòîâ îäèí
çà äðóãèì. Îáñóæäàÿ ìàññèâû, ìû óïîìèíàëè, ÷òî ôèêñèðîâàííàÿ äëèíà,
â çàâèñèìîñòè îò ñèòóàöèè, ìîæåò áûòü êàê ïëþñîì, òàê è ìèíóñîì.

Êîãäà ôèêñèðîâàííàÿ äëèíà � ïëþñ? Â ñëó÷àå, åñëè íå õî÷åòñÿ çà-
ñîðÿòü ïàìÿòü ëèøíèìè ïóñòûìè ýëåìåíòàìè, ïðåäïî÷òèòåëüíåå ñïèñêè.
Ïðèìåð èç Java: èçâåñòíàÿ âñåì è ÷àñòî èñïîëüçóåìàÿ ñòðóêòóðà äàííûõ ñ
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íå ôèêñèðîâàííîé äëèíîé Vector, èëè ìàññèâ â ÿçûêå Perl. Ïðè ñîçäàíèè íî-
âîãî ýêçåìïëÿðà êëàññà Vector çàíèìàåòñÿ îïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî ïàìÿ-
òè � îêîëî äåñÿòè ýëåìåíòîâ. Äàæå åñëè â íàøåì âåêòîðå áóäåò õðàíèòüñÿ
òîëüêî äâà ýëåìåíòà, îñòàëüíûå âîñåìü îñòàíóòñÿ íåäîñòóïíûìè äëÿ äðóãèõ
ïðîãðàìì è îáúåêòîâ. Â òàêîé ñèòóàöèè ëó÷øå áûëî áû èñïîëüçîâàòü ìàñ-
ñèâ äëèíîé äâà ýëåìåíòà. Ñëåäîâàòåëüíî, �îòúåäàíèå� ïàìÿòè �ïðî çàïàñ�
� âîçìîæíûé ìèíóñ ñòðóêòóð äàííûõ ñ ôèêñèðîâàííîé äëèíîé. Ñâÿçíûé
ñïèñîê òàêèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò, îí íå çàíèìàåò ëèøíåé ïàìÿòè, ïîýòî-
ìó åãî íå ôèêñèðîâàííàÿ äëèíà � òîëüêî ïëþñ. Íî íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî
ìû ê êàæäîìó ýëåìåíòó äîáàâèëè ññûëêó. Åñëè ïîëå data çàíèìàåò îäèí
áàéò, òî ìû óâåëè÷èëè òðåáîâàíèå ê ïàìÿòè â 5 ðàç (âäîáàâîê ê îäíîìó
áàéòó äàííûõ ìû õðàíèì ÷åòûðå áàéòà ññûëêè). Óñïîêàèâàåò îäíî � îáû÷-
íî ïîëå äàííûõ äîñòàòî÷íî áîëüøîå. C äðóãîé ñòîðîíû ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ
ñëó÷àè, êîãäà ðàçìåð ìíîæåñòâà çàðàíåå èçâåñòåí, íàïðèìåð, åñëè âàì íàäî
ñîçäàòü êàêèå-òî äàííûå, ïðèâÿçàííûå ê äíþ íåäåëè. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî
íàäî èìåòü ìàññèâ ðàçìåðîì 7.

Ñâÿçíûé ñïèñîê
Âñòàâêà O(1)
Óäàëåíèå O(L)
Ïîèñê O(L)

2.3.2 Äâóñâÿçíûé ñïèñîê

Îäíîñâÿçíûé ñïèñîê õîðîø òåì, ÷òî â íåãî ìîæíî áûñòðî äîáàâëÿòü íîâûå
ýëåìåíòû, íî, ê ñîæàëåíèþ, ïî âðåìåíè ïîèñêà è óäàëåíèÿ ýëåìåíòà îí íå
îòëè÷àåòñÿ îò ìàññèâà. Áûñòðî óäàëÿòü ýëåìåíòû íå ïîëó÷àåòñÿ, ïîñêîëüêó
êàæäûé ýëåìåíò "çíàåò"òîëüêî ñëåäóþùåãî ñîñåäà, íî íå ïðåäûäóùåãî.

Ýòîãî íåäîñòàòêà ëèøåí äâóñâÿçíûé ñïèñîê � ñòðóêòóðà, àíàëîãè÷íàÿ
ñïèñêó îäíîñâÿçíîìó è îòëè÷àþùàÿñÿ òîëüêî áîëåå ñëîæíîé ñèñòåìîé ñâÿ-
çåé. Êàæäûé ýëåìåíò äâóñâÿçíîãî ñïèñêà õðàíèò äàííûå, à òàêæå äâå ññûë-
êè: íà ñëåäóþùèé ýëåìåíò è íà ïðåäûäóùèé ýëåìåíò ñïèñêà.

Ýëåìåíò äâóñâÿçíîãî ñïèñêà ìîæíî îïèñàòü òàê:

1. BLListItem{

2. data d;

3. BLListItem next;

4. BLListItem prev;

5. }

×òîáû îïèñàòü äâóñâÿçíûé ñïèñîê äîñòàòî÷íî óêàçàòü ïåðâûé ýëåìåíò root.
Çäåñü òàêæå ïîëåçíî õðàíèòü ïîñëåäíèé ýëåìåíò è ðàçìåð. Ñòðóêòóðà äâó-
ñâÿçíîãî ñïèñêà

1. Struct BiLinkedList{

2. BLListItem root;

3. BLListItem last;
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data next prev 

data next prev 

data next prev 

null null 

ROOT LAST 

Ðèñ. 2.4: Äâóñâÿçíûé ñïèñîê

4. int size;

5. }

Çàìåòèì, ÷òî è îäíîñâÿçíûé, è äâóñâÿçíûé ñïèñîê ìîãóò áûòü öèêëè÷åñêè-
ìè. Äëÿ îäíîñâÿçíîãî öèêëà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå: last.next = root:
Äëÿ äâóñâÿçíîãî: root.prev = last; last.next = root. Â ïîäîáíûõ öèêëàõ òå-
ðÿåòñÿ âñÿêèé ñìûñë ïîíÿòèé root è last, íî îáõîä ñïèñêà ìîæíî íà÷èíàòü
ñ ëþáîãî ýëåìåíòà.

Ïîèñê ýëåìåíòà â äâóñâÿçíîì ñïèñêå íå îòëè÷àåòñÿ íè ïî àëãîðèòìó, íè
ïî çàòðà÷èâàåìîìó âðåìåíè îò ïîèñêà â îäíîñâÿçíîì ñïèñêå ëèáî â ìàññèâå.

Äâóñâÿçíûé ñïèñîê ìîæíî áûñòðî ñîðòèðîâàòü ìåòîäîì QSort. Ïðîöå-
äóðà Partition òðåáóåò âîçìîæíîñòè áûñòðî ìåíÿòü äâà ýëåìåíòà ìåñòàìè.
Â ñëó÷àå ñïèñêîâ ìîæíî ìåíÿòü íå ýëåìåíòû öåëèêîì (÷òî äîëüøå è íå âñå-
ãäà âîçìîæíî), òîëüêî èõ äàííûå, èëè ïðîñòî ïåðåêëþ÷èòü ññûëêè. Êðîìå
QSort ñóùåñòâóþò è äðóãèå àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè äâóñâÿçíîãî ñïèñêà çà
âðåìÿ ïîðÿäêà T (N) = O(N logN).

Ê ñîæàëåíèþ, áûñòðûé áèíàðíûé ïîèñê ïî ñïèñêó íåîñóùåñòâèì, ïî-
ñêîëüêó ìû íå ìîæåì íàéòè ñåðåäèíó ñïèñêà. Â ìàññèâå ñóùåñòâîâàë èí-
äåêñ êàæäîãî ýëåìåíòà, è ïîëó÷åíèå ëþáîãî ýëåìåíòà, â òîì ÷èñëå ñðåäíåãî,
ñòîèëî O(1) îïåðàöèé. Â ñïèñêå ëèáî íåâîçìîæíî íàéòè ñåðåäèíó, ëèáî, â
ëó÷øåì ñëó÷àå, ýòî áóäåò ñòîèòü O(N) îïåðàöèé, ÷òî ñâåäåò íà íåò âñþ
ïîëüçó áèíàðíîãî ïîèñêà.

Äîáàâëåíèå ýëåìåíòà â äâóñâÿçíûé ñïèñîê, òàê æå, êàê â îäíîñâÿçíûé,
çàíèìàåò T (N) = O(1) îïåðàöèé:

1. insertAfter(BLListItem elm, BLListItem after) {

2. if(after==null){

3. elm.next=root;

4. root.prev=elm;

5. root=elm;

6. if(size==0) last=elm;

7. size++;

8. return;

9. }
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10. elm.next= after.next;

11. BLListItem l2 = after.next;

12. if(l2!=null) prev=this;

13. elm.next = after.next;

14. if(elm.next==null) last=elm;

15. elm.prev= after;

16. size ++;

17. }

Óäàëåíèå ýëåìåíòà èç äâóñâÿçíîãî ñïèñêà çàíèìàåò O(1) îïåðàöèé:

1. remove(BLListItem r){

2. BLListItem prevElm=r.prev;

3. BLListItem nextElm=r.next;

4. if(prevElm!=null)

5. prevElm.next=this.next

6. else

7. root=this.next

8. if(nextElm!=null)

9. nextElm.prev=this.prev;

10. if(last=r) last=r.prev;

11. if(r==root) root=root.next;

12. size--;

13. }

Äâóñâÿçíûé ñïèñîê
Âñòàâêà O(1)
Óäàëåíèå O(1)
Ïîèñê O(L)

2.3.3 Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ñâÿçíîãî ñïèñêà. Îðãàíèçà-
öèÿ äàííûõ â ïàìÿòè êîìïüþòåðà

Ïàìÿòü êîìïüþòåðà ëèíåéíà, òî åñòü ïåðåìåííûå, óêàçàòåëè è ò.ï. ðàñïî-
ëîæåíû îäèí çà äðóãèì. Âûøå ìû óæå îáñóæäàëè îðãàíèçàöèþ ïàìÿòè ñ
ïîìîùüþ óêàçàòåëåé íà ïðèìåðå ìàññèâà.

Ñòðóêòóðà îïåðàòèâíîé ïàìÿòè â ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðàõ î÷åíü ñëîæ-
íà. Ìû ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ ñèñòåìó ðàñïðåäåëåíèÿ ïàìÿòè, íà êîòî-
ðîé, ê ïðèìåðó, áàçèðîâàëèñü ðàííèå âåðñèè îïåðàöèîííîé ñèñòåìû UNIX è
DOS. Òàêàÿ ïàìÿòü îðãàíèçîâàíà â âèäå �êóñêîâ� ðàçíîãî ðàçìåðà. Ó êàæäî-
ãî òàêîãî "êóñêà"åñòü ÷àñòü, íåñóùàÿ äàííûå è òàê íàçûâàåìûé êîíòðîëü-
íûé áëîê (control block, CB). Êîíòðîëüíûå áëîêè íàïîìèíàþò ýëåìåíòû
ñâÿçíîãî ñïèñêà � êàæäûé èç íèõ íåñåò èíôîðìàöèþ îá îáúåìå äàííûõ
�ïîäîïå÷íîãî� ó÷àñòêà ïàìÿòè è åãî ñîñòîÿíèè (çàíÿò/ñâîáîäåí), à òàêæå
ññûëêó íà ñëåäóþùèé êîíòðîëüíûé áëîê(ðèñ.2.5).
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Ðèñ. 2.5: Ðàñïðåäåëåíèå ïàìÿòè. Êðóæêè îáîçíà÷àþò êîíòðîëüíûé áëîê,
áåëûå ïðÿìîóãîëüíèêè � ñâîáîäíóþ ïàìÿòü, ñåðûå ïðÿìîóãîëüíèêè � çà-
íÿòóþ ïàìÿòü.

Êàê "ïîëîæèòü"â òàêóþ ïàìÿòü, ê ïðèìåðó, ìàññèâ îáúåìîì 500 áàéò?
Èäåì ê ïåðâîìó CB ñïðàøèâàåì: "ó÷àñòîê ïàìÿòè çàíÿò?". Ïóñòü îí ñâî-
áîäåí, òîãäà ñïðàøèâàåì: "äîñòàòî÷íî ëè ìåñòà äëÿ íàøåãî ìàññèâà?". Íåò,
ýòîò ó÷àñòîê ïàìÿòè ìîæåò õðàíèòü òîëüêî 300 áàéò. Èäåì äàëüøå, ïîêà
íå íàéäåì íåçàíÿòûé ó÷àñòîê íóæíîé äëèíû. Åñëè íàõîäèì ó÷àñòîê äëèíû
1000 áàéò, äåëèì åãî íà äâà, âñòàâëÿÿ íîâûé CB. Åñëè äâà ñîñåäíèõ ó÷àñòêà
ïàìÿòè ñâîáîäíû, îíè îáúåäèíÿþòñÿ ïîä êîíòðîëåì îäíîãî CB.

Ïàìÿòü, ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ìîæåò ïðèâåñòè ê ôåíîìåíó "äû-
ðÿâîé ïàìÿòè". Áûâàþò ñèòóàöèè, êîãäà îáúåì ñâîáîäíîé ïàìÿòè áîëüøîé,
à ïîëîæèòü â íåå íè÷åãî íåëüçÿ � ïàìÿòü ðàçáèòà íà î÷åíü ìàëåíüêèå êó-
ñî÷êè. Ñîâðåìåííûå ñèñòåìû èñïîëüçóþò óëó÷øåííûìè ñõåìàìè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ïàìÿòè è óïðàâëåíèÿ åþ.

Óïðàæíåíèå 11. Íàïèøèòå àëãîðèòì ðàñïðåäåëåíèÿ ïàìÿòè. Íåîáõî-
äèìî äâå ïðîöåäóðû � alloc(size) � çàïðîñ íà çàíÿòèå ïàìÿòè ðàçìåðà
size. ïðîöåäóðà âîçâðàùàåò óêàçàòåëü íà ïðåäîñòàâëåííóþ ïàìÿòü. Îñâî-
áîæäåíèÿ ïàìÿòè � free(óêàçàòåëü íà áëîê ïàìÿòè). Ïðè ýòîì èìåéòå
â âèäó, ÷òî alloc âîçâðàùàåò íå CB, à èìåííî ñâîáîäíîå ìåñòî, à free

ïîëó÷àåò óêàçàòåëü íà çàíÿòóþ ïàìÿòü, à íå íà CB.

2.3.4 Î÷åðåäü è ñòåê

Ñî ñïèñêàìè ñâÿçàíû âàæíûå ñòðóêòóðû äàííûõ � î÷åðåäè. Îíè åùå áîëü-
øå, ÷åì ñïèñêè, íàïîìèíàþò íàñòîÿùóþ æèâóþ î÷åðåäü. Â ïîëèêëèíèêå
ïåðâûé ïðèøåäøèé ÷åëîâåê (ïåðâûé äîáàâëåííûé â î÷åðåäü ýëåìåíò) ïåð-
âûì çàõîäèò ê âðà÷ó (âûáûâàåò èç î÷åðåäè). Ñëåäîâàòåëüíî, ñòðóêòóðà äàí-
íûõ Î÷åðåäü (Queue) ïîñòðîåíà ïî ïðèíöèïó FIFO � �rst input, �rst output.
Ðàíüøå äîáàâëåííûé â î÷åðåäü ýëåìåíò ðàíüøå èç íåå è âûéäåò.

Î÷åðåäü � ýòî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, ïîçâîëÿþùåå äîáàâëÿòü îäèí ýëå-
ìåíò è èçâëåêàòü îäèí ýëåìåíò. Ïðè ýòîì ñîáëþäàåòñÿ ïðàâèëî: ïåðâûì
èçâëåêàåòñÿ ýëåìåíò, ïðèøåäøèé ïåðâûì. Î÷åðåäü ñòðîèòñÿ íà áàçå îäíî-
ñâÿçíîãî ñïèñêà, òîëüêî ýëåìåíòû ïîìíÿò íå ñëåäóþùèé ýëåìåíò, à ïðåäû-
äóùèé (êàê â æèçíè � Âû ïîìíèòå ÇÀ êåì Âû ñòîèòå â î÷åðåäè. À íå
òîãî, êòî çà Âàìè). Åñòåñòâåííî íåîáõîäèìî çíàòü íà÷àëî è êîíåö î÷åðåäè
� íà÷àëî äëÿ òîãî, ÷òîáû èçâëåêàòü èç î÷åðåäè ýëåìåíòû, à êîíåö � äëÿ
òîãî, ÷òîáû äîáàâëÿòü ýëåìåíòû. Êàñàòåëüíî î÷åðåäè ñóùåñòâóåò äâå ãëàâ-
íûå ïðîöåäóðû � void put(elm e) � äîáàâëÿåò ýëåìåíò e â êîíåö î÷åðåäè



40 Ãëàâà 2. ÏÎÈÑÊ, ÑÎÐÒÈÐÎÂÊÀ È ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ ÄÀÍÍÛÕ

è elm get() � áåðåò ýëåìåíò èç íà÷àëà î÷åðåäè. Â êîìïüþòåðå ïðèìåðîì
î÷åðåäè ñëóæèò î÷åðåäü çàäà÷.

Ñòåê (Stack) , êàê è î÷åðåäü, � ýòî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, ïîçâîëÿþùåå
äîáàâëÿòü îäèí ýëåìåíò è èçâëåêàòü îäèí ýëåìåíò. Îäíàêî ñòåê ïîñòðî-
åí ïî ïðîòèâîïîëîæíîìó ïðèíöèïó: ïåðâûì èç íåãî èçâëåêàåòñÿ ýëåìåíò,
äîáàâëåííûé ïîñëåäíèì (LIFO � last input, �rst output, âñïîìíèòå ñòîïêó
òàðåëîê). Äëÿ ðàáîòû ñî ñòåêîì íåîáõîäèìû äâå îñíîâíûõ ïðîöåäóðû: void
push (elm e) � êëàäåò ýëåìåíò e â ñòåê è elm pop() � èçâëåêàåò ýëåìåíò
èç ñòåêà.

Ñòåê î÷åíü øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â îðãàíèçàöèè ðàáîòû êîìïüþòåðà.
Ïðèâåäåì ïðîñòîé ïðèìåð èç æèçíè. Ïðåäñòàâüòå, ÷òî Âû ÷èòàåòå êíèãó.
Âäðóã çàçâîíèë òåëåôîí. Âû îòëîæèëè êíèãó è íà÷àëè òåëåôîííûé ðàç-
ãîâîð. Ïðè ýòîì Âû âåðíåòåñü ê êíèãå, êîãäà çàêîí÷èòå òåëåôîííûé ðàç-
ãîâîð, èíûìè ñëîâàìè Âû ïîëîæèëè ÷òåíèå êíèãè â ñòåê. Òåïåðü âî âðå-
ìÿ òåëåôîííîãî ðàçãîâîðà ïîçâîíèëè â äâåðü. Âû èçâèíèëèñü è ïîñòàâèëè
òåëåôîííûé ðàçãîâîð â ñòåê. Âû èäåòå îòêðûâàòü äâåðü. Â ýòîò ìîìåíò
âàø ëþáèìûé êîò ðåøèë ñúåñòü âàøó êîëáàñó. Ïîñåòèòåëü òîæå îòïðàâèë-
ñÿ â ñòåê. Ïîñëå òîãî, êàê Âû ðàçîáðàëèñü ñ êîòîì Âû èçâëåêàåòå èç ñòåêà
ïîñåòèòåëÿ è ðàçáèðàåòåñü ñ íèì. Ïîñëå óõîäà ïîñåòèòåëÿ Âû èçâëåêàåòå
èç ñòåêà òî, ÷òî òàì ëåæèò � òåëåôîííûé ðàçãîâîð. Ïîãîâîðèâ, âû ñíî-
âà èçâëåêàåòå èç ñòåêà êíèãó è ïðîäîëæàåòå ÷èòàòü. Ïîäîáíûõ ñîáûòèé â
êîìïüþòåðå ïðîèñõîäèò ìíîæåñòâî Ìîæíî ïðèâåñòè äâà ïðèìåðà.

Ðàçáîð ôîðìóëû (ñì. òàáë. 2.3.4). Ïóñòü äàíà ôîðìóëà:

2 + 3 + (4 ∗ (2 + (2 ∗ 3))/3)− 1

Â ýòîé ôîðìóëå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íåò ïðèîðèòåòà îïåðàöèé, à ïîðÿ-
äîê âû÷èñëåíèé îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ñêîáêàìè. Êàê âñå ýòî áóäåò âû÷èñ-
ëÿòü êîìïüþòåð. Ïóñòü ó íåãî åñòü ðåãèñòð, â êîòîðîì áóäåò íàêàïëèâàòüñÿ
ðåçóëüòàò. Èòàê, ñ÷èòûâàåì ïåðâîå ÷èñëî è ïîìåùàåì â ðåãèñòð. Çàòåì ñ÷è-
òûâàåì îïåðàöèþ è âòîðîå ÷èñëî. Ïðîèçâîäèì ñëîæåíèå. Òåïåðü ó íàñ â
ðåãèñòðå ëåæèò 5. Äàëåå ñ÷èòûâàåì îïåðàöèþ è âèäèì, ÷òî äàëüøå èäåò
ñêîáêà. Ýòî ñèãíàë ê òîìó, ÷òîáû ñîäåðæàíèå ðåãèñòðà è òåêóùóþ îïå-
ðàöèþ îòëîæèòü äî òåõ ïîð, ïîêà ýòà ñêîáêà íå çàêðîåòñÿ, ò.å. ïîëîæèòü
ñîäåðæèìîå ðåãèñòðà è îïåðàöèþ â ñòåê. Äàëåå ñ÷èòûâàåì î÷åðåäíîå ÷èñëî
è îïåðàöèþ. Ñíîâà íàòàëêèâàåìñÿ íà ñêîáêó � êëàäåì ðåãèñòð è îïåðàöèþ
â ñòåê, è ò.ä. Íà êàêîì-òî ýòàïå ìû âñòðåòèì çàêðûâàþùóþ ñêîáêó � ýòî
ñèãíàë ê òîìó, ÷òîáû ñíÿòü ñî ñòåêà ðåãèñòð è îïåðàöèþ.

Óïðàæíåíèå 12. Íàïèøèòå ñòðóêòóðû è àëãîðèòìû äëÿ î÷åðåäè è ñòå-
êà.

Óïðàæíåíèå 13. Ðàçáåðèòå ôîðìóëó 1+2*(3+4*(5+6*(7+8*9)))

Óïðàæíåíèå 14. Íàïèøèòå àëãîðèòì ðàçáîðà ôîðìóëû, ñ÷èòàÿ, ÷òî çà
îäíî ñ÷èòûâàíèå ÷èòàåòñÿ öåëèêîì ÷èñëî èëè ñèìâîë îïåðàöèè èëè ñêîáêà
è ÷òî ñòåê óæå ðåàëèçîâàí è èìååò ìåòîäû push è pop.
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Òàáëèöà 2.1: ïðèìåð ðàçáîðà ôîðìóëû
ïðî÷èòàíî ðåã. îïåð. ñòåê Êîììåíòàðèé

0
2 2
2+ 2 +
2+3 5 2+3=5
2+3+ 5 +
2+3+( 0 5+ Êëàäåì ðåãèñòð è

îïåðàöèþ â ñòåê
2+3+(4 4 5+
2+3+(4* 4 * 5+
2+3+(4*( 0 4*;5+ Êëàäåì ðåãèñòð è

îïåðàöèþ â ñòåê
2+3+(4*(2 2 4*;5+
2+3+(4*(2+ 2 + 4*;5+
2+3+(4*(2+( 0 2+;4*;5+ Êëàäåì ðåãèñòð è

îïåðàöèþ â ñòåê
2+3+(4*(2+(2 2 2+;4*;5+
2+3+(4*(2+(2* 2 * 2+;4*;5+
2+3+(4*(2+(2*3 6 2+;4*;5+ 2*3=6
2+3+(4*(2+(2*3) 8 4*;5+ ñíèìàåì ñî ñòåêà

2+; 2+6=8
2+3+(4*(2+(2*3)) 32 5+ ñíèìàåì ñî ñòåêà

4*; 4*8=32
2+3+(4*(2+(2*3))/ 32 / 5+
2+3+(4*(2+(2*3))/3 10.67 5+ 32/3=10.67
2+3+(4*(2+(2*3))/3) 15.67 ñíèìàåì ñî ñòåêà

5+; 5+10.67=15.67
2+3+(4*(2+(2*3))/3)� 15.67 �
2+3+(4*(2+(2*3))/3)�1 14.67 15.67�1=14.67

Àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà ïðîèñõîäèò, êîãäà âûçûâàåòñÿ ïîäïðîãðàììà. Â
ýòîì ñëó÷àå â ñòåêå çàïîìèíàåòñÿ òî÷êà âîçâðàòà è ñîñòîÿíèå òåêóùåé ïðî-
ãðàììû (âñå åå âíóòðåííèå ïåðåìåííûå). Ïî îêîí÷àíèè ðàáîòû ïîäïðîãðàì-
ìû ñî ñòåêà ñíèìàåòñÿ òî÷êà âîçâðàòà è âîññòàíàâëèâàåòñÿ êîíòåêñò. Â ÷àñò-
íîñòè ïðè ðåêóðñèâíîì âûçîâå, íàïðèìåð ïðîãðàììû B_Search ïåðåìåííàÿ
i, îáúÿâëåííàÿ â ñòðîêå 2 àëãîðèòìà, ïîÿâëÿåòñÿ åùå ðàç. Åå èçìåíåíèå íè-
êàê íå ïîâëèÿåò íà ñîñòîÿíèå òàêîé æå ïåðåìåííîé â âûçûâàþùåé ïðîöå-
äóðå ýòî ïðîñòî äâå ðàçíûå ñóùíîñòè, ëåæàùèå â ðàçíûõ ìåñòàõ ïàìÿòè.
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2.4 Áèíàðíîå äåðåâî ïîèñêà

Áèíàðíîå äåðåâî ïîèñêà � ýòî äåðåâî, âñå âåðøèíû êîòîðîãî óïîðÿäî÷åíû,
êàæäàÿ âåðøèíà èìååò íå áîëåå äâóõ ïîòîìêîâ (íàçîâ¸ì èõ ëåâûì è ïðà-
âûì), è âñå âåðøèíû, êðîìå êîðíÿ, èìåþò ðîäèòåëÿ. Âåðøèíû, íå èìåþùèå
ïîòîìêîâ, íàçûâàþòñÿ ëèñòàìè (ðèñ.2.6).

 
15 
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20 
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23 13 
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Ðèñ. 2.6: Áèíàðíîå äåðåâî ïîèñêà

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû áèíàðíîãî äåðåâî ïîèñêà âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî:
êëþ÷è âñåõ ýëåìåíòîâ ëåâîãî ïîääåðåâà ìåíüøå êëþ÷à äàííîé âåðøèíû, à
âñå êëþ÷è â ïðàâîì ïîääåðåâå íå ìåíüøå êëþ÷à äàííîé âåðøèíû. Èíà÷å
ýòî ìîæíî çàïèñàòü òàê:

left and all childs < this, åñëè left ñóùåñòâóåò
this ≤ right and all childs, åñëè right ñóùåñòâóåò

Êàêèå òèïû äàííûõ ìîæíî õðàíèòü â âèäå áèíàðíîãî äåðåâà ïîèñêà? Ñðàçó
õî÷åòñÿ ñêàçàòü �÷èñëà�. Íà ñàìîì äåëå íå òîëüêî. Ìîæíî õðàíèòü ëþáûå
äàííûå, íà êîòîðûõ çàäàíà ïðîöåäóðà ñðàâíåíèÿ. Ê ïðèìåðó, åñëè ìû õî-
òèì õðàíèòü áåëêè, íàì íóæíî óñëîâèòüñÿ, êàê ýòè áåëêè ñðàâíèâàòü (ïî
ìàññå, çàðÿäó, êîýôôèöèåíòó ñåäèìåíòàöèè è äð.), ÷òî çíà÷èò �ýòîò áåëîê
ñòðîãî áîëüøå òîãî� (ìàñññèâíåå, áîëåå ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåí, ìåäëåííåå
îñàæäàåòñÿ). Ìîæíî òàêæå õðàíèòü ñòðîêè. Ñòðóêòóðà äàííûõ ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

1. BTreeElm{

2. BTreeElm parent;

3. BTreeElm left;

4. BTreeElm right;

5. Data d;

6. }

Êîðåíü äåðåâà íå èìååò ðîäèòåëåé, åãî parent ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïóñòîé
ýëåìåíò (null), ñîîòâåòñòâåííî, ëèñòüÿ äåðåâà íå èìåþò íè ëåâîãî, íè ïðà-
âîãî ïîòîìêà. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå ïîääåðåâî áèíàðíîãî äåðåâà ïîèñêà ÿâ-
ëÿåòñÿ áèíàðíûì äåðåâîì ïîèñêà.
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Îñíîâíîå ñâîéñòâî ëþáîãî äåðåâà � åãî âûñîòà h. Äëÿ áèíàðíîãî äåðåâà
ïîèñêà êàê äëÿ ñòðóêòóðû äàííûõ ýòî î÷åíü âàæíàÿ âåëè÷èíà: îò íåå çà-
âèñèò âðåìÿ âñòàâêè, óäàëåíèÿ è ïîèñêà ýëåìåíòà ïî äåðåâó. Â �õîðîøåì�
äåðåâå âñå ýòè âðåìåíà ëîãàðèôìè÷åñêèå: Tx(N) = O(log2(N)) , ãäå x �
âñòàâêà, ïîèñê, óäàëåíèå. Ïî÷åìó ïîèñê çàíèìàåò ëîãàðèôìè÷åñêîå âðåìÿ,
ïîíÿòíî � âñïîìíèì áèíàðíûé ïîèñê ïî ñîðòèðîâàííîìó ìàññèâó. Âñòàâêà
ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó íóæíîé ïîçèöèè â çàâèñèìîñòè îò âñòàâëÿåìîãî ýëåìåí-
òà. Óäàëåíèå ýëåìåíòà ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà â ïðàâîì
ïîääåðåâå (ñì. íèæå.)

2.4.1 Ïîèñê â áèíàðíîì äåðåâå

Ïîèñê â áèíàðíîì äåðåâå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:

1. Åñëè êëþ÷ ðàâåí âåðøèíå, òî Óðà!!!

2. Åñëè îí ìåíüøå âåðøèíû, òî ïåðåõîäèì íà ëåâóþ äî÷åðíþþ âåðøèíó.

3. Èíà÷å ïåðåõîäèì íà ïðàâóþ äî÷åðíþþ âåðøèíó.

4. Åñëè äåðåâî êîí÷èëîñü, òî Óâû...

Çäåñü ïîêàçàí àëãîðèòì ïîèñêà â ïîääåðåâå, íà÷èíàþùåìñÿ â treeElm:

1. TreeSearch(treeElm, key){

2. if(treeElm == null) return "not found";

3. if(treeElm.data == key ) return treeElm;

4. if(treeElm.data < key)

5. return TreeSearch(treeElm.right,key);

6. else

7. return TreeSearch(treeElm.left ,key);

8. }

Äëÿ ïîèñêà â äåðåâå íàäî âûçâàòü ýòó ïðîöåäóðó äëÿ êîðíÿ: TreeSearch(root,
key). Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïîèñê ïðîèñõîäèò ðåêóðñèâíî: åñëè î÷å-
ðåäíîé ýëåìåíò íå íàéäåí, òî èùåì â ñîîòâåòñòâóþùåì ïîääåðåâå. Âðåìÿ
ðàáîòû T (N) = O(h) , ãäå h � âûñîòà äåðåâà.

2.4.2 Äîáàâëåíèå ýëåìåíòà â áèíàðíîå äåðåâî ïîèñêà

Áèíàðíîå äåðåâî ïèñêà � óïîðÿäî÷åííàÿ ñòðóêòóðà, ïîýòîìó �ïðîñòî òàê�
ýëåìåíò â íåãî íå äîáàâèøü. Äëÿ êàæäîãî íîâîãî ýëåìåíòà íóæíî èñêàòü
ìåñòî òàê, ÷òîáû è ïîñëå äîáàâëåíèÿ ýëåìåíòà ñòðóêòóðà îñòàâàëàñü áèíàð-
íûì äåðåâîì ïîèñêà.

Ïðîùå âñåãî äîáàâëÿòü íîâûå ýëåìåíòû â êà÷åñòâå ëèñòüåâ. Â çàâèñèìî-
ñòè îò êëþ÷à íîâîãî ýëåìåíòà, îí âñòàâëÿåòñÿ â òî èëè èíîå ïîääåðåâî. Äëÿ
âñòàâêè èäåì ïî äåðåâó âíèç òàê æå, êàê è ïðè ïîèñêå äî ïåðâîãî ñâîáîäíîãî
ìåñòà, è òóäà âñòàâëÿåì íîâûé ýëåìåíò â êà÷åñòâå ëèñòà äåðåâà.

Ìîæíî ïðåäëîæèòü äâå ôîðìû çàïèñè âñòàâêè ýëåìåíòà â äåðåâî: ðå-
êóðñèâíóþ è öèêëè÷åñêóþ çàïèñü.
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Ðåêóðñèâíàÿ ôîðìà:

1. Tree_Insert(tree_elm, new_elm){

2. if(new_elm > tree_elm){

3. if(tree_elm.right==null){

4. tree_elm.right=new_elm;

5. new_elm.parent=tree_elm;

6. return;

7. }

8. Tree_Insert(tree_elm.right, new_elm);

9. }

10. else{ //Àíàëîãè÷íî äëÿ left

11. if(tree_elm.left==null){

12. tree_elm.left=new_elm;

13. new_elm.parent=tree_elm;

14. return;

15. }

16. Tree_Insert(tree_elm.left, new_elm);

17. }

18. }

Âñòàâêà ñ èñïîëüçîâàíèåì öèêëà:

1. InsertTree(tree_elm, new_elm){

2. while(true){

3. if(tree_elm <= new_elm){

4. if(tree_elm.right == null){

5. tree_elm.right=new_elm;

6. new_elm.parent=tree_elm;

7. return;

8. }

9. tree_elm = tree_elm.right;

10. }

11. else{ //Àíàëîãè÷íî äëÿ left

12. if(tree_elm.left == null){

13. tree_elm.left=new_elm;

14. new_elm.parent=tree_elm;

15. return;

16. }

17. tree_elm = tree_elm.right;

18. }

19. }

20. }

Êàêàÿ ôîðìà ëó÷øå?

• Ðåêóðñèâíûé òèï àëãîðèòìà ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ïðîçðà÷íûì.
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• ×àñòî ìîæíî çàïèñàòü àëãîðèòì â âèäå öèêëà, íî íå âñåãäà ýòî ëåãêî
ñäåëàòü

• Èñïîëüçîâàíèå öèêëà ïðåäïî÷òèòåëüíî, ïîñêîëüêó íåñêîëüêî áûñòðåå,
è íåò îïàñíîñòè ïåðåïîëíåíèÿ ñòåêà

Â ëþáîì ñëó÷àå, äîáàâëåíèå ýëåìåíòà â äåðåâî ñòîèò T (N) = O(h) , ãäå h
� âûñîòà äåðåâà.

Óïðàæíåíèå 15. Íàïèøèòå àëãîðèòì ïîèñêà ýëåìåíòà â äâîè÷íîì äå-
ðåâå â âèäå öèêëà.

Óïðàæíåíèå 16. Íàïèøèòå àëãîðèòì äâîè÷íîãî ïîèñêà â ìàññèâå â âèäå
öèêëà.

2.4.3 Ïîèñê ìèíèìàëüíîãî (ìàêñèìàëüíîãî) ýëåìåíòà
â äåðåâå

Äåðåâî � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîääåðåâà. Ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò â ïîä-
äåðåâå � ýòî ñàìûé ëåâûé óçåë, ñîîòâåòñòâåííî, ìàêñèìàëüíûé � ñàìûé
ïðàâûé óçåë. Ïðèâåäåì ïñåâäîêîä ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà â ïîääå-
ðåâå, ðàñòóùåì èç ýëåìåíòà e:

1. getMin(BTreeElm e){

2. while(e.left!=null)

3. e=e.left;

4. return e;

5. }

Àíàëîãè÷íî äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà:

1. getMax(BTreeElm e){

2. while(e.right!=null)

3. e=e.right;

4. return e;

5. }

Íàéòè ìèíèìàëüíûé (ìàêñèìàëüíûé) ýëåìåíò â ïîääåðåâå óäàåòñÿ çà âðåìÿ
ïîðÿäêà T = O(h), ãäå h � âûñîòà ïîääåðåâà.

2.4.4 Ïîèñê ñëåäóþùåãî ïî âîçðàñòàíèþ ýëåìåíòà

×àñòî âñòðå÷àåòñÿ çàäà÷à âûâîäà ýëåìåíòîâ êàêîé-ëèáî ñòðóêòóðû äàííûõ
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (óáûâàíèÿ). ×òîáû ðåøèòü ýòó çàäà÷ó äëÿ áèíàðíîãî
äåðåâà ïîèñêà, íóæíî óìåòü èñêàòü ñëåäóþùèé (ïðåäûäóùèé) ïî âîçðàñòà-
íèþ ýëåìåíò. Äëÿ äàííîãî ýëåìåíòà ñëåäóþùèì áóäåò ëèáî ñàìûé ëåâûé
ýëåìåíò (åñëè ñóùåñòâóåò) â ïðàâîì ïîääåðåâå. Òàêîãî ýëåìåíò ìîæåò è
íå áûòü â ñëó÷àå, åñëè òåêóùèé ýëåìåíò íå èìååò ïðàâîãî ïîääåðåâà (íà-
ïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ ëèñòîì) èëè â ïðàâîì ïîääåðåâå âñå ïîääåðåâüÿ, â òîì
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÷èñëå è ëèñòüÿ, � ëåâûå (ò.å. ìåíüøå, ÷åì òåêóùèé ýëåìåíò). Â ýòîì ñëó-
÷àå íàäî èñêàòü ýëåìåíò ñðåäè ïðåäêîâ. Åñëè ïðåäîê � ëåâûé, ò.å. òåêóùèé
ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ïîòîìêîì, òî ïðåäîê ìåíüøå, ÷åì òåêóùèé ýëå-
ìåíò. Â ýòîì ñëó÷àå íàäî ïîäíèìàòüñÿ ââåðõ äî òåõ ïîð, ïîêà íå íàéäåì
ïðàâîãî ïðåäêà. Åñëè æå è òàêîãî ïðåäêà íå íàõîäèì, òî çàêëþ÷àåì, ÷òî
íå ñóùåñòâóåò ñëåäóþùåãî ïî âîçðàñòàíèþ ýëåìåíòà, ò.å. òåêóùèé ýëåìåíò
ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì.

1. GetNext(BTreeElm e){

2. if(e.right != null)

3. return getMin(e.right);

4. while(e.perent != null && e.parent.right == e)

5. e = e.parent;

6. if(e.parent != null && e.parent.left == e)

7. return e.parent;

8. return null;

9. }

Ïîÿñíåíèå ê ïñåâäîêîäó. Ñòðîêà 2 � ïðîâåðêà, åñòü ëè ïðàâûé ðåáåíîê.
Åñëè åñòü (ñòðîêà 3), òî èùåì ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò â ïðàâîì ïîääåðåâå.
Åñëè òàêîãî ýëåìåíòà íåò, è òåêóùèé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ðåáåíêîì, òî
íàäî ïîäíèìàòüñÿ ïî äåðåâó ââåðõ, ïîêà òåêóùèé ýëåìåíò íå ñòàíåò ëåâûì
ðåáåíêîì (ñòðîêè 4,5). Ñòðîêà 6 � ïðîâåðêà, åñòü ëè ðîäèòåëü, è ÿâëÿåòñÿ ëè
òåêóùèé ýëåìåíò ëåâûì ðåáåíêîì. Åñëè òåêóùèé ýëåìåíò � ëåâûé ðåáåíîê,
òî ñëåäóþùèé ýëåìåíò � ðîäèòåëü (ñòðîêà 7), èíà÷å ïîäíèìàåìñÿ ïî äåðåâó
âûøå. Äëÿ äàííîãî ýëåìåíòà ïðåäûäóùèì ïî âîçðàñòàíèþ ÿâëÿåòñÿ ñàìûé
ïðàâûé ýëåìåíò ëåâîãî ïîääåðåâà ëèáî áëèæàéøèé ëåâûé ïðåäîê:

1. GetPrev(BTreeElm e){

2. if(e.left != null)

3. return getMax(e.left);

4. while(e.parent != null && e.parent.left == e)

5. e = e.parent;

6. if(e.parent != null && e.parent.right == e)

7. return e.parent;

8. return null;

9. }

Óïðàæíåíèå 17. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ïå÷àòàåò ýëåìåíòû
äåðåâà â âîçðàñòàþùåì (óáûâàþùåì) ïîðÿäêå.

2.4.5 Óäàëåíèå ýëåìåíòà èç áèíàðíîãî äåðåâà ïîèñêà

Â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ ýëåìåíòà â äåðåâå àëãîðèòì óäàëåíèÿ áóäåò
ðàçíûì. Åñòü òðè îñíîâíûõ ñëó÷àÿ (ðèñ.2.7):

• Ýëåìåíò äåòåé íå èìååò. Òîãäà ïðîñòî áåðåì è óäàëÿåì åãî (îáíóëÿåì
ññûëêó íà íåãî ó ðîäèòåëÿ).
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• Ýëåìåíò èìååò îäíîãî ðåáåíêà. Ýëåìåíò óäàëÿåòñÿ, à åãî ðåáåíîê óñû-
íîâëÿåòñÿ åãî ðîäèòåëåì (ïåðåêëþ÷àþòñÿ ññûëêè)

• Ýëåìåíò èìååò äâóõ äåòåé. Íàõîäèì ñëåäóþùèé ýëåìåíò (ñì. GetNext).
Åãî óäàëÿåì ñî ñòàðîãî ìåñòà è âñòàâëÿåì íà ìåñòî óäàëÿåìîãî ýëå-
ìåíòà. (ïåðåêëþ÷àåì ñîîòâåòñòâóþùèå ññûëêè).

Óïðàæíåíèå 18. Ïî÷åìó â òðåòüåì ñëó÷àå ñëåäóþùèé ýëåìåíò âñåãäà
ñóùåñòâóåò
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Ðèñ. 2.7: Óäàëåíèå ýëåìåíòà. Óäàëÿåìûé ýëåìåíò ïîêàçàí ÷åðíûì. Ïóíê-
òèðîì ïîêàçàíû ñâÿçè, êîòîðûå èñ÷åçàþò, òîëñòîé ëèíèåé � íîâûå ñâÿçè.
Ñëåâà � óäàëåíèÿ ýëåìåíòà áåç äåòåé, â ñåðåäèíå � óäàëåíèå ýëåìåíòà, èìå-
þùåãî îäíîãî ðåáåíêà. Ñïðàâà � óäàëåíèå ýëåìåíòà, èìåþùåãî äâóõ äåòåé.

Ïñåâäîêîä äëÿ óäàëåíèå ýëåìåíòà:

1. remove(BTreeElm e){

2. BTreeElm x,y;

3. if(e.left ==0 || e.right==0){

4. y=e;

5. }

6. else

7. y=getMin(e.right);

8. if(y.left != null)

9. x=y.left;

10. else

11. x=y.right;

12. if(x!=null)

13. x.parent=y;

14. if(y.parent==null)

15. root=x;

16. else if(y==y.parent.left)

17. y.parent.left=x;

18. else

19. y.parent.right=x;

20. if(y!=e)
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21. e.data=y.data;

22. return y;

23. }

Ïîÿñíèì àëãîðèòì. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïåðåñòðîèòü äåðåâî,
à çàòåì, åñëè íåîáõîäèìî, ïåðåîïðåäåëèòü äàííûå íà òîì ìåñòå, ãäå áûë
óäàëÿåìûé ýëåìåíò.

Ñòðîêà 2 � ñîçäàíèå äâóõ âðåìåííûõ ýëåìåíòîâ. y � ýòî ýëåìåíò, êî-
òîðûé âñòàíåò íà ìåñòî óäàëÿåìîãî ýëåìåíòà (ñòðîêè 3-7). x � ïîòîìîê
ýëåìåíòà , êîòîðûé íàäî áóäåò ïåðåñàäèòü (ñòðîêè 8-11). Îòìåòèì, ÷òî y
èìååò òîëüêî îäíîãî ïîòîìêà (Óïðàæíåíèå � ïî÷åìó?). Ñòðîêè 14-15 îá-
ðàáàòûâàþò óäàëåíèå êîðíÿ. Ñòðîêè 16-19 ïåðåñàæèâàþò ýëåìåíò x âìåñòå
ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ïîääåðåâîì. Ñòðîêè 20-21 âîññòàíàâëèâàþò äàííûå â
ýëåìåíòå e � ïðîñòî ïåðåïèñûâàþò äàííûå. Ïîñêîëüêó äàííûå, êàê ïðàâè-
ëî, óêàçàòåëü, òî ýòî ïåðåîïðåäåëåíèå íå òðåáóåò ìíîãî âðåìåíè.

Ïîäâîäÿ èòîã àëãîðèòìó óäàëåíèÿ ýëåìåíòîâ, çàìåòèì, ÷òî â õóäøåì
ñëó÷àå óäàëåíèå ýëåìåíòà ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà â ïðà-
âîì ïîääåðåâå, ÷òî çàíèìàåò O(h) , ãäå h � âûñîòà äåðåâà. Â äâóõ äðóãèõ
ñëó÷àÿõ óäàëåíèå ýëåìåíòà áóäåò ñòîèòü åùå ìåíüøå � O(1).

Áèíàðíîå äåðåâî ïîèñêà
Çàäà÷à Âðåìÿ

ñðåäí. õóäø.
Âñòàâêà O(log(n)) O(n)
Óäàëåíèå O(log(n)) O(n)
Ïîèñê O(log(n)) O(n)
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Ðèñ. 2.8: Ñëåâà ïîêàçàíî õîðîøî ñáàëëàíñèðîâàííîå äåðåâî (ìíîãî óçëîâ ñ
äâóìÿ ïîòîìêàìè), ñïðàâà � íåñáàëëàíñèðîâàííîå äåðåâî.

Âðåìÿ â õóäøåì äîñòàòî÷íî âåëèêî, ïîñêîëüêó â õóäøåì ñëó÷àå äåðå-
âî íå ñáàëëàíñèðîâàíî (ðèñ.2.8). Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî îáà äåðåâà íà ýòîì
ðèñóíêå ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó è òîìó æå íàáîðó äàííûõ!
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2.4.6 Ïðåîáðàçîâàíèå äåðåâüåâ ïîèñêà

Íóæíî ïîìíèòü, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêèå âðåìåíà ïîèñêà, âñòàâêè, óäàëåíèÿ
âîçìîæíû òîëüêî ïðè óñëîâèè �õîðîøåãî� äåðåâà. ßñíî, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû
äåðåâî ïîèñêà áûëî ýôôåêòèâíûì, íåîáõîäèìî, ÷òîáû îíî èìåëî íåáîëü-
øóþ âûñîòó, è ïîýòîìó ñèëüíî âåòâèëîñü. Îòìåòèì, ÷òî äåðåâüÿ, ïðåäñòàâ-
ëåííûå íà ðèñóíêå ñîäåðæàò îäèí è òîò æå íàáîð äàííûõ. Ýòî íàâîäèò íà
ìûñëü, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ñóùåñòâóþò êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè äåðåâüåâ ïî-
èñêà, à, âî-âòîðûõ, ñóùåñòâóþò ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿùèå îäíî äåðåâî
ïîèñêà â äðóãîå, ýêâèâàëåíòíîå åìó. Òîãäà, ïðèìåíèâ ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ
ìîæíî ñáàëàíñèðîâàòü äåðåâî. Òàêèìè ïðåîáðàçîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ âðàùå-
íèå äåðåâà.
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Ðèñ. 2.9: Âðàùåíèå äåðåâüåâ ïîèñêà

Äàíî: íåêîå áèíàðíîå äåðåâî ïîèñêà ñ ïîääåðåâüÿìè (ñì. ðèñ.2.9) a, b è c.
Óçåë Y èìååò â êà÷åñòâå äî÷åðíèõ ïîääåðåâüÿ a ñëåâà è b ñïðàâà. Óçåë X
èìååò äî÷åðíèå óçëû: Y ñëåâà è c ñïðàâà.

Òðåáóåòñÿ: ïîìåíÿòü X è Y ìåñòàìè.

Ðåøåíèå: Òàê êàê äàííîå äåðåâî ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì äðåâîì ïîèñêà, òî
Y < b < X. Ïîýòîìó X ìîæåò âõîäèòü â ïðàâîå ïîääåðåâî âåðøèíû Y , a b �
â ëåâîå ïîääåðåâî âåðøèíû X, ÷òî íå íàðóøèò îñíîâíîå ñâîéñòâî áèíàðíîãî
äåðåâà ïîèñêà. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïåðåñòðàèâàåì äåðåâî òàêèì îáðàçîì (ñì.
Ðèñ.2.9).

Ïñåâäîêîä àëãîðèòìà âðàùåíèÿ:

1. LeftRotate(X){

2. Y=X.left;

3. X.left= Y.right;

4. if(X.parent !=null){

5. if(X.parent.left==X)

6. X.parent.left=Y;

7. else

8. X.parent.right=Y;

9. }
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10. Y.parent=X.parent;

11. X.parent=Y;

12. Y.right=X;

13. }

1. RightRotate(Y){

2. X=Y.right;

3. Y.right=X.letf;

4. if(Y.parent != null){

5. if(Y.parent.right==Y

6. Y.parent.right=X;

7. else

8. Y.parent.left =X;

9. }

10. X.parent=Y.parent;

11. Y.parent=X;

12. X.left=Y;

13. }

2.4.7 Êðàñíî-÷åðíûå äåðåâüÿ

Îïðåäåëåíèå 1. Äåðåâî íàçûâàåòñÿ êðàñíî-÷åðíûì (Red-Black tree, ðèñ.2.10),
åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. äåðåâî ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì äåðåâîì ïîèñêà

2. ëþáàÿ âåðøèíà èìååò öâåò � êðàñíûé èëè ÷åðíûé

3. äîáàâëåíû ôèêòèâíûå ëèñòüÿ, âñåãäà ÷åðíûå. Ïîýòîìó ëþáàÿ íàñòî-
ÿùàÿ âåðøèíà èìååò äâóõ äåòåé

4. êðàñíàÿ âåðøèíà èìååò òîëüêî ÷åðíûõ äåòåé

5. ïî ïóòè îò êîðíÿ äî ëþáîãî ëèñòà êîëè÷åñòâî ÷åðíûõ âåðøèí îäè-
íàêîâî. Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ÷åðíîé âûñîòîé äåðåâà (bh).

Èç ñâîéñòâà (4)ñëåäóåò, ÷òî íà ëþáîì ïóòè äëèíû l íå ìîæåò áûòü áîëü-
øå l/2 êðàñíûõ âåðøèí. Ó êðàñíî-÷åðíîãî äåðåâà ëþáîå ïîääåðåâî êðàñíî-
÷åðíîå.

Ëåììà 1 (î âûñîòå). Ïîëíàÿ âûñîòà êðàñíî-÷åðíîãî äåðåâà íå ïðåâûøàåò
äâà ëîãàðèôìà ÷èñëà âåðøèí:

h ≤ 2 · log2(n+ 1)

ãäå h � âûñîòà äåðåâà, n � ÷èñëî âåðøèí äåðåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ëåììó ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Îñíîâàíèå èíäóêöèè: äëÿ n = 1 óòâåðæäåíèå âåðíî: 1 < 2
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Ðèñ. 2.10: Ïðèìåð êðàñíî-÷åðíîãî äåðåâà. �Êðàñíûå� âåðøèíû îòìå÷åíû
ñåðûì. �÷åðíûå� âåðøèíû îòìå÷åíû áåëûì. ×åìó ðàâíà ÷åðíàÿ âûñîòà?

Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè: Ïóñòü äëÿ ëþáîãî ïîääåðåâà (ëåâîãî è ïðà-
âîãî) óòâåðæäåíèå ëåììû âåðíî, ò.å. h ≤ 2·log2(n+1) , èëè n ≥ 2h/2−1.

Èíäóêöèÿ: Ïóñòü nr � ÷èñëî âåðøèí â ïðàâîì ïîääåðåâå, à nl � â ëåâîì.
n = nl + nr + 1 (÷èñëî âåðøèí äåðåâà â òî÷íîñòè ðàâíî ñóììå ÷èñëà
âåðøèí â ïðàâîì è ëåâîì ïîääåðåâüÿõ ïëþñ êîðåíü). Âûñîòà êàæäîãî
ïîääåðåâà íå ìåíüøå, ÷åì h − 1 , èíà÷å íå âûïîëíÿëîñü áû ñâîéñòâî
îäèíàêîâîñòè ÷åðíîé âûñîòû ïî ëþáîìó ïóòè.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè äëÿ nr è nl âåðíû îöåíêè:

nr ≥ 2(h−1)/2 − 1, nl ≥ 2(h−1)/2 − 1

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

n = nl + nr + 1 ≥ 2(h−1)/2 − 1 + 2(h−1)/2 − 1

= 2 · 2(h−1)/2 − 1 = 2(h−1)/2+1 − 1 = 2(h+1)/2 − 1

≥ 2h/2 − 1

èëè h ≤ 2 · log2(n+ 1)

Òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ ïîèñêà, âñòàâêè è ò.ï. â êðàñíî-÷åðíîå äåðåâî
âñåãäà ëîãàðèôìè÷åñêîå. Ïðàâäà, ïîñëå âñòàâêè èëè óäàëåíèÿ ìîæåò íà-
ðóøèòüñÿ îäíî èç óñëîâèé îïðåäåëåíèÿ êðàñíî-÷åðíîãî äåðåâà. Çàìåòèì,
÷òî �ïëîõèõ� êðàñíî-÷åðíûõ äåðåâüåâ íå áûâàåò. Íåëüçÿ ñäåëàòü öåïî÷êó
èç êðàñíûõ âåðøèí, à äëèííàÿ öåïî÷êà èç ÷åðíûõ íàðóøèò ÷åðíóþ âûñîòó.
Â ýòîì ïðåèìóùåñòâî êðàñíî-÷åðíûõ äåðåâüåâ.

Ïîèñê, âñòàâêà è óäàëåíèå ýëåìåíòîâ èç êðàñíî-÷åðíîãî äåðåâà

Ïîèñê ýëåìåíòà. Ïîèñê ýëåìåíòà â êðàñíî-÷åðíîì äåðåâå âåäåòñÿ òî÷íî
òàê æå, êàê â îáû÷íîì.
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Äîáàâëåíèå ýëåìåíòà. Íîâûé ýëåìåíò â ÷åðíî-êðàñíîå äåðåâî äîáàâëÿ-
åòñÿ òàê æå, êàê è â ëþáîå áèíàðíîå äåðåâî ïîèñêà è êðàñèòñÿ â êðàñíûé
öâåò (÷òîáû íå íàðóøàòü ÷åðíóþ âûñîòó). Åñëè ðîäèòåëåì íîâîãî ýëåìåíòà
ÿâëÿåòñÿ ÷åðíûé ýëåìåíò, íè÷åãî áîëüøå äåëàòü íå íóæíî: ÷åðíàÿ âûñîòà
íå íàðóøåíà, äåðåâî îñòàëîñü êðàñíî-÷åðíûì. Îäíàêî åñëè ðîäèòåëü íî-
âîãî (êðàñíîãî) ýëåìåíòà òîæå êðàñíûé, âîçíèêàåò êîíôëèêò. ×òîáû ðàç-
ðåøèòü åãî è îñòàâèòü äåðåâî êðàñíî-÷åðíûì, ïðèäåòñÿ ïðåîáðàçîâûâàòü
äåðåâî � âðàùàòü è ïåðåêðàøèâàòü âåðøèíû. Çà äîáàâëåíèåì íîâîé êðàñ-
íîé âåðøèíû, ïðèøåäøåéñÿ "íå ê ìåñòó ñëåäóåò ïîýòàïíàÿ ïåðåêðàñêà äå-
ðåâà, ñîïðîâîæäàþùàÿñÿ âðàùåíèÿìè. Ó ýëåìåíòà ìîãóò áûòü "äàëüíèé"è
"áëèæíèé"äÿäÿ. Ïðîùå âñåãî îáúÿñíèòü, ÷åì áëèæíèé äÿäÿ îòëè÷àåòñÿ îò
äàëüíåãî, íà ðèñóíêå 2.11: Â çàâèñèìîñòè îò öâåòà "äÿäåé"äîáàâëåííîãî
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Ðèñ. 2.11: Ñõåìà êðàñíî-÷åðíîãî äåðåâà. Êðóæêàìè ïîêàçàíû íàñòîÿùèå,
êâàäðàòèêàìè � ôèêòèâíûå ëèñòüÿ. ×åðíàÿ âûñîòà äåðåâà � 3. Ýëåìåíò
6 äëÿ ýëåìåíòà 4 ÿâëÿåòñÿ áëèæíèì äÿäåé, à äëÿ ýëåìåíòà 2 � äàëüíèì
äÿäåé.

ýëåìåíòà óêàçàííûå ýëåìåíòû ïåðåêðàøèâàþòñÿ îïðåäåëåííûì îáðàçîì. Ê
ïðèìåðó, åñëè äàëüíèé äÿäÿ ïðèøåäøåãî ýëåìåíòà ÷åðíûé, âðàùàåì äå-
ðåâî íà óðîâíå ðîäèòåëÿ íîâîãî ýëåìåíòà âëåâî (ðèñ. 2.12). Ïåðåêðàñèòü
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Ðèñ. 2.12: Îäèí èç ïðèìåðîâ ïåðåìåùåíèÿ êîíôëèêòà. Áåëûå êâàäðàòû
îçíà÷àþò êðàñíî-÷åðíûå ïîääåðåâüÿ, ïðè÷åì èõ âûñîòà òàêîâà, ÷òîáû íå
íàðóøàòü îñíîâíîå ñâîéñòâî êðàñíî-÷åðíîãî äåðåâà. Äîáàâëåí ýëåìåíò 2.
Ïîñëå âðàùåíèÿ ýëåìåíò 2 ïåðåêðàøèâàåòñÿ. Îñíîâíîå ñâîéñòâî ñîõðàíåíî.

äåðåâî òàê, ÷òîáû îíî ñòàëî êðàñíî-÷åðíûì, ìû ïîêà íå ìîæåì, ïîñêîëü-
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êó íå çíàåì, ÷òî íàõîäèòñÿ âûøå. Òåì íå ìåíåå, ïîñëå âðàùåíèÿ êîíôëèêò
ïåðåøåë îäèí íà óðîâåíü ââåðõ. Ïîýòàïíî âðàùàÿ è ïåðåêðàøèâàÿ ó÷àñò-
êè äåðåâà, ìîæíî �îòîãíàòü� êîíôëèêò ê êîðíþ äåðåâà. Â êîðíå êîíôëèêò
ëåãêî ðàçðåøàåòñÿ ïåðåêðàøèâàíèåì êîðíÿ â ÷åðíûé öâåò. Ïðè ýòîì äåðåâî
îïÿòü ñòàíîâèòñÿ êðàñíî-÷åðíûì, à åãî ÷åðíàÿ âûñîòà ëèáî îñòàåòñÿ ïðåæ-
íåé, ëèáî ñòàíîâèòñÿ íà åäèíèöó áîëüøå ïî ñðàâíåíèþ ñ òîé, ÷òî áûëà äî
äîáàâëåíèÿ ýëåìåíòà.

Ïóñòü â íàøåì ïðèìåðå ôèãóðèðóåò íå ïîääåðåâî, à öåëîå äåðåâî. Ïðåäû-
äóùèì âðàùåíèåì êîíôëèêò óæå ïåðåâåäåí íà óðîâåíü êîðíÿ, ïîýòîìó
ìîæíî íà÷èíàòü ïåðåêðàøèâàòü. Êîðåíü êðàñèì â ÷åðíûé öâåò, è êîíôëèêò
èñ÷åðïàí. Íà ïðåäûäóùèõ ýòàïàõ ìû ýòîãî ñäåëàòü íå ìîãëè, ïîñêîëüêó
íàðóøèëñÿ áû áàëàíñ ìåæäó ëåâûì è ïðàâûì ïîääåðåâüÿìè ó êîðíÿ. Ñó-
ùåñòâóåò ìíîãî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ âðàùåíèÿ è ïåðåêðàøèâàíèÿ â çàâè-
ñèìîñòè îò öâåòà ðîäèòåëÿ è "äÿäåé". Äåòàëè ýòîãî ïðîöåññà ìû îïóñòèì è
îòïðàâèì ÷èòàòåëÿ ê ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå. Â ëþáîì ñëó÷àå ñìûñë èç-
ìåíåíèé äåðåâà ñîñòîèò â ïåðåìåùåíèè êîíôëèêòà (êðàñíàÿ âåðøèíà èìååò
êðàñíîãî ðåáåíêà) ê êîðíþ äðåâà, ãäå åãî ìîæíî ñïîêîéíî ðàçðåøèòü.

Óäàëåíèå ýëåìåíòà. Óäàëåíèå êðàñíîé âåðøèíû íè÷åãî íå ìåíÿåò, óäà-
ëåíèå ÷åðíîé âåðøèíû âëèÿåò íà ÷åðíóþ âûñîòó, è êðîìå òîãî, ìîæåò ïðè-
âåñòè ê ïîÿâëåíèþ êðàñíîãî ðåáåíêà ó êðàñíîãî ðîäèòåëÿ. Ïîýòîìó âåðøè-
íó, âñòàâøóþ íà ìåñòî óäàëåííîé ÷åðíîé "äîêðàøèâàåì ÷åðíûì": êðàñíàÿ
âåðøèíà ñòàíîâèòñÿ ÷åðíîé, à ÷åðíàÿ � "äâàæäû ÷åðíîé". Òàêàÿ âåðøèíà
ïðè ïîäñ÷åòå ÷åðíîé âûñîòû ñ÷èòàåòñÿ äâà ðàçà. Äàëåå âðàùàåì è ïåðå-
êðàøèâàåì, îòãîíÿÿ äâàæäû ÷åðíóþ âåðøèíó ê êîðíþ. Òàì åå îáúÿâëÿåì
îäíàæäû ÷åðíîé, íà ÷åì êîíôëèêò è èñ÷åðïûâàåòñÿ.

Êðàñíî-÷åðíîå äåðåâî
Âñòàâêà O(log(n))
Óäàëåíèå O(log(n))
Ïîèñê O(log(n))

2.5 Õåø-òàáëèöû

Îáðàùåíèå ê ýëåìåíòó ìàññèâà ïðîèñõîäèò çà âðåìÿ O(1). Ïðåäñòàâèì ñå-
áå, ÷òî ìû êàê-òî ïðîíóìåðîâàëè ÂÑÅ âîçìîæíûå êëþ÷è. Òîãäà ïðîöåäóðà
äîáàâëåíèÿ, ïîèñêà è óäàëåíèÿ ýëåìåíòà áûëà áû ïðîñòîé � äîñòàòî÷íî
ïî êëþ÷ó îïðåäåëèòü íîìåð è ïîñìîòðåòü åñòü ëè â ñîîòâåòñòâóþùåì ýëå-
ìåíòå ìàññèâà äàííûå, èëè ïîëîæèòü íîâûå äàííûå, èëè óäàëèòü äàííûå,
êîòîðûå òàì óæå ëåæàò. Áåäà òîëüêî â òîì, ÷òî, êàê ïðàâèëî, ìíîæåñòâî
âîçìîæíûõ êëþ÷åé î÷åíü âåëèêî è íàì íèêîãäà íå óäàñòñÿ ïîñòðîèòü ìàñ-
ñèâ òàêîãî ðàçìåðà ñ ìàññîé ïóñòûõ ÿ÷ååê. Òåì íå ìåíåå, äîïóñòèì, ó íàñ
åñòü îòîáðàæåíèå g ìíîæåñòâà êëþ÷åé íà ìíîæåñòâî öåëûõ íå îòðèöàòåëü-
íûõ ÷èñåë:

g : key → N
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Ýòî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ õåø-ôóíêöèåé. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïî-
ñòðîèòü òàêîå îòîáðàæåíèå. Íàïðèìåð, åñòü ïðîñòîé ñïîñîá îòîáðàæåíèÿ
ñòðîê íà ïðîñòðàíñòâî öåëûõ ÷èñåë. Êàæäûé ñèìâîë êîäèðóåòñÿ, ñêàæåì,
áàéòîì. Òîãäà ìîæíî íàïèñàòü:

g(s) = s[0] + 256 · s[1] + 2562 · s[2] + ...

Ðàçóìååòñÿ, íè äëÿ êàêîé ñòðîêè äëèííåå 4 ìû íå ñìîæåì óìåñòèòü òà-
êîå ÷èñëî â ïåðåìåííóþ òèïà int è íåëüçÿ äàæå ïðåäñòàâèòü ñåáå ìàññèâ,
ñïîñîáíûé õðàíèòü öåëî÷èñëåííûå îáðàçû âñåõ ñòðîê. Åñëè æå âìåñòî îòîá-
ðàæåíèÿ íà ïðîñòðàíñòâî âñåõ ÷èñåë èñïîëüçîâàòü îòîáðàæåíèå (íå îáÿçà-
òåëüíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå) íà íåáîëüøîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà öåëûõ
íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë:

h : key → 0, 1, ...m− 1

òî äëÿ õðàíåíèÿ äàííûõ ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü ìàññèâ ðàçìåðà m.
Äàííûå ìîæíî õðàíèòü â ïðîñòîé òàáëèöå, êîòîðàÿ êàæäîìó çíà÷åíèþ
õåø-ôóíêöèè ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàêèå-òî äàííûå. Îäíàêî, ïîñêîëüêó
íåñêîëüêî êëþ÷åé ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü îäíîìó õåø-çíà÷åíèþ, âîçìîæíî
âîçíèêíîâåíèå êîëëèçèé, ò.å. ñèòóàöèé, êîãäà íåñêîëüêî êëþ÷åé çàõîòÿò çà-
ïèñàòüñÿ â îäíó êëåòêó òàáëèöû. Äëÿ âûõîäà èç ýòîé ñèòóàöèè â ÿ÷åéêàõ
òàáëèöû ëåæàò íå ïðîñòî êëþ÷è, à ñâÿçíûé ñïèñîê êëþ÷åé.

Äîáàâëåíèå ýëåìåíòà çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè õåø-ôóíêöèè, çàòåì
ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå ê ÿ÷åéêå òàáëèöû, è, åñëè îíà ïóñòàÿ, òî ñîçäàåòñÿ
ñâÿçíûé ñïèñîê èç îäíîãî ýëåìåíòà, åñëè òàì ñïèñîê óæå åñòü, òî äîáàâëÿåì
ýëåìåíò ê ñïèñêó.

Ïîèñê. Âû÷èñëÿåì õåø-ôóíêöèþ, è îáðàùàåìñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé ÿ÷åé-
êå òàáëèöû. Äàëåå èùåì â ñâÿçíîì ñïèñêå, ëåæàùåì â ýòîé ÿ÷åéêå.

Óäàëåíèå. Ñíà÷àëà íàõîäèì ýëåìåíò â ñâÿçíîì ñïèñêå, çàòåì åãî óäàëÿåì
èç ñâÿçíîãî ñïèñêà.

Ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû õåø-òàáëèöû îïðåäåëÿåòñÿ õåø-ôóíêöèåé. Õî-
ðîøàÿ õåø-ôóíêöèÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü äâóì îñíîâíûì òðåáîâàíèÿì:
îíà äîëæíà áûñòðî âû÷èñëÿòüñÿ, è îíà äîëæíà ïîðîæäàòü õîðîøèå êëþ÷è
äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ ïî òàáëèöå. Ïîãîâîðèì î âòî-
ðîì óñëîâèè. Ñ ââåäåíèåì õåø-ôóíêöèé ðåøèëàñü ïðîáëåìà ïåðåïîëíåíèÿ
ïàìÿòè: õåø-çíà÷åíèé îãðàíè÷åííîå ÷èñëî (m), à ïðîáëåìà êîëëèçèé ðåøå-
íà ñ ïîìîùüþ ñâÿçíîãî ñïèñêà. Îáû÷íî äëèíà òàêîãî ñïèñêà íåâåëèêà è íå
ïðåâûøàåò ÷èñëà ñòðîê â õåø-òàáëèöå. Åñëè õåø-ôóíêöèÿ äîñòàòî÷íî õîðî-
øàÿ, ñïèñêè â ÿ÷åéêàõ êîðîòêèå. Èíà÷å ýëåìåíòû ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ
ïîïàäàòü â îäíî è òî æå ìåñòî òàáëèöû.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû õåø-ôóíêöèé:
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• Âûðîæäåííàÿ ôóíêöèÿ ñ îäíèì õåø-çíà÷åíèåì :

h(key) ≡ 1

Ïîíÿòíî, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ íåïðèìåíèìà. Â îäíîé ÿ÷åéêå ñ õåø-
çíà÷åíèåì 1 áóäåò íàõîäèòüñÿ äëèííûé ñïèñîê èç âñåõ ýëåìåíòîâ. Ýòî
ñâîäèò õåø-òàáëèöó ê ñâÿçíîìó ñïèñêó.

• Åñëè ó íàñ îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà êëþ÷åé íà
ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, òî ìîæíî ïðåäëîæèòü òà-
êóþ õåø-ôóíêöèþ:

h(key) = g(key)%m

ãäå % îáîçíà÷àåò îñòàòîê îò äåëåíèÿ. Â òàêîì ñëó÷àå, ÷åì áîëüøå
÷èñëî n, òåì êîðî÷å áóäóò ñïèñêè â êàæäîé ÿ÷åéêå. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèÿ îò 0 äî m , ïîýòîìó ÷åì ìåíüøå ÷èñëî , òåì ìåíüøå
âîçìîæíûõ õåø-çíà÷åíèé, òåì áîëüøå ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóåò êàæ-
äîìó èç íèõ. Îäíàêî äåëàòü n ñëèøêîì áîëüøèì íåëüçÿ � ýòî ýëèìè-
íèðóåò âñå ïðåèìóùåñòâà õåø-òàáëèöû íàä ïðîñòîé òàáëèöåé êëþ÷åé.

Âîïðîñ ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ õåø-ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì äîñòà-
òî÷íî ñëîæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé. Âàæíåéøèì ñâîéñòâîì ïðà-
âèëüíîé õåø-ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ õåø-çíà÷åíèé
íà ìíîæåñòâå êëþ÷åé. Ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëüíîé õåø-ôóíêöèè
íåîáõîäèìî çíàòü ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ïîÿâëåíèÿ òåõ, èëè èíûõ
êëþ÷åé. Åñëè õåø-ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíàÿ, òî ýôôåêòèâíîñòü îñíîâíûõ îïå-
ðàöèé (äîáàâëåíèå, óäàëåíèå, ïîèñê)) â ñðåäíåì îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöè-
åíòîì çàïîëíåííîñòè òàáëèöû α = n/m, ãäå n � ðàçìåð òàáëèöû, à m �
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå õåø-ôóíêöèè h: T = O(1 + α). Åäèíèöà â îöåíêå
� îïðåäåëÿåò âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ õåø-ôóíêöèè. Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòî âðåìÿ
çàâèñèò îò ðàçìåðà êëþ÷à. Íàïðèìåð â ñëó÷àå åñëè â êà÷åñòâå êëþ÷åé èñ-
ïîëüçóþòñÿ ñòðîêè, òî âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ õåø-ôóíêöèè ìîæåò çàâèñåòü îò
ðàçìåðà ñòðîêè (êëþ÷à).

Óïðàæíåíèå 19. Íàïèøèòå îñíîâíûå àëãîðèòìû ðàáîòû ñ õåø-òàáëèöàìè.

Ñâÿçàííàÿ ñ áèîèíôîðìàòèêîé õåø-ôóíêöèÿ: îòîáðàæàåò ñî÷åòàíèå äâóõ
áóêâ, îáîçíà÷àþùèõ íóêëåîòèäû, â ÷èñëî îò 0 äî 15

õåø-ôóíêöèÿ
aa 0 ga 8
ac 1 gc 9
ag 2 gg 10
at 3 gt 11
ca 4 ta 12
cc 5 tc 13
cg 6 tg 14
ct 7 tt 15
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Ïóñòü äàííûå data � ýòî àäðåñ íà÷àëà îïðåäåëåííîãî äèíóêëåîòèäà â íóê-
ëåîòèäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à êëþ÷ key � ýòîò äèíóêëåîòèä. Òîãäà ïðè
äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

g a t c g c t c c g t c t g c t a c t g c

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Õåø-òàáëèöà áóäåò èìåòü òàêîé âèä:

hash data hash data
0 8 0
1 16 9 4↔ 13↔ 19
2 10
3 1 11 9
4 12 15
5 7 13 2↔ 6↔ 10
6 3↔ 8 14 12↔ 18
7 11↔ 14↔ 17 15

Ðàññìîòðèì îäèí ïðèìåð. Çàïîëíåíèå òàáëèöû. Ïåðâîìó äèíóêëåîòèäó
ga ñîîòâåòñòâóåò õåø-çíà÷åíèå 8. Êëàäåì â òàáëèöó àäðåñ 0. Âòîðîìó äèíóê-
ëåîòèäó at ñîîòâåòñòâóåò êëþ÷ 3. Êëàäåì â òàáëèöó àäðåñ 1. È òàê äàëåå,
ïîêà íå äîéäåì äî êîíöà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Åñëè âîçíèêàåò êîëëèçèÿ (íà-
ïðèìåð, äëÿ äèíóêëåîòèäà tc), òî îðãàíèçóåì ñâÿçíûé ñïèñîê. Òðåòü ÿ÷ååê
â íåé îêàçàëàñü ïóñòîé, â íåêîòîðûõ ÿ÷åéêàõ âîçíèêëà êîëëèçèÿ. Äëèíà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåáîëüøàÿ, ïîýòîìó è â êàæäóþ ÿ÷åéêó ïîïàëî âñåãî
ïî íåñêîëüêî ýëåìåíòîâ. ×èñëî õåø-çíà÷åíèé äàííîé õåø-ôóíêöèè îãðàíè-
÷åíî (16), ïîýòîìó ïðè ðàáîòå ñ ðåàëüíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè äëèíà
ñâÿçíûõ ñïèñêîâ â êàæäîé ÿ÷åéêå áóäåò âåëèêà.

Òåïåðü ýòó êîíñòðóêöèþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîèñêà. Åñëè ìû õî-
òèì íàéòè äèíóêëåîòèä ct (åãî ïîçèöèè). Ìû áåðåì êëþ÷ (ñòðîêó �ct�, îáî-
çíà÷àþùóþ äèíóêëåîòèä) è íàõîäèì åå õåø-çíà÷åíèå (7). Â ÿ÷åéêó õåø-
òàáëèöû ñ õåø-çíà÷åíèåì 7 íàõîäèì ñâÿçíûé ñïèñîê ñî âñåìè êîîðäèíàòà-
ìè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì â ðåàëüíîé ðàáîòå ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàòü õåø-
ôóíêöèè ñ áîëüøèì ÷èñëîì çíà÷åíèé. Ïðè ðàáîòå BLAST çàäåéñòâîâàíà
õåø-ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ íå äè-, à 12-íóêëåîòèäû íà ïðîñòðàíñòâî öå-
ëûõ ÷èñåë. Ó òàêîé ôóíêöèè 412 çíà÷åíèé, ÷òî îïòèìàëüíî äëÿ ðàáîòû ñ
áîëüøèìè íóêëåîòèäíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. Â ñëó÷àå àìèíîêèñëîò-
íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èñïîëüçóåòñÿ õåø-òàáëèöà, îñíîâàííàÿ íà òðèïëå-
òàõ àìèíîêèñëîòíûõ îñòàòêîâ. Ñîâðåìåííûé BLAST èñïîëüçóåò äîñòàòî÷íî
óìíóþ ñõåìó õðàíåíèÿ äàííûõ è ñõåìó õåøèðîâàíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò
äîñòè÷ü âûñîêîé ýôôåêòèâíîñòè.
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2.6 Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Â òàáëèöå 2.2 ïîêàçàíû ñðàâíèòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ðàññìîòðåííûõ ñòðóê-
òóð äàííûõ, â òîì ÷èñëå �íàêëàäíûå ðàñõîäû� íà õðàíåíèå äîïîëíèòåëüíûõ
óêàçàòåëåé, ìàêñèìàëüíûå ìèíèìàëüíûå è ñðåäíèå âðåìåíà âûïîëíåíèÿ
îïåðàöèé.

Òàáëèöà 2.2: Âðåìåíà ðàáîòû îñíîâíûõ äåéñòâèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóð
äàííûõ

Äîï.

óêàçàò.

Ïîèñê Äîáàâëåíèå Óäàëåíèå
ñðåä Max Min ñðåä Max Min ñðåä Max Min

Ïðîñòîé ìàñ-

ñèâ

0 n n 1 1 1 1 n n 1

ìàññèâ 0 logn log n log n log n log n 1 n n 1
Îäíîñâÿçíûé

ñïèñîê

1 n n n 1 1 1 n n 1

Äâóñâÿçíûé

ñïèñîê

2 n n n 1 1 1 1 1 1

Äâîè÷íîå äå-

ðåâî ïîèñêà

3 logn n 1 log n n 1 log n n 1

Êðàñíî-

÷åðíîå äåðåâî

3 logn log n log n log n log n log n log n logn log n

Õåø-òàáëèöà 2 1 n 1 1 n 1 1 n 1
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Ãëàâà 3

Àëãîðèòìû äëÿ ñòðîê

3.1 Îïðåäåëåíèÿ, ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íàèâíûé
àëãîðèòì

Â áèîèíôîðìàòèêå (è íå òîëüêî) î÷åíü ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà
ïîäñòðîêè. Ñíà÷àëà äàäèì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Ñòðîêà S � ìàññèâ ñèìâîëîâ s1, s2, ..., sn−1, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîìó
àëôàâèòó A.

Ïîäñòðîêà S[i, j] � ôðàãìåíò ìàññèâà si, si+1, ..., sj−1.
Ïðåôèêñ S[i � ïîäñòðîêà S[0, i].
Ñóôôèêñ S]i � ïîäñòðîêà S[i, n].
Î÷åâèäíî, ÷òî ñòðîêà ÿâëÿåòñÿ ñâîèì ïðåôèêñîì è ñóôôèêñîì. Ýòî òðè-

âèàëüíûå ïðåôèêñ è ñóôôèêñ (ñì. ðèñ. 3.1). Ëþáîé íåòðèâèàëüíûé ïðåôèêñ
èëè ñóôôèêñ íàçûâàåòñÿ åùå ñîáñòâåííûì.

a a b a
a a b a c a
a a b a c a c b b a
a a b a c a c b b a c a b a c

a c a c b b a c a b a c
c a b a c

a c

Ðèñ. 3.1: Ïðåôèêñû ñóôôèêñû. Âåðõíèå 3 ñòðîêè ïîêàçûâàþò ïðåôèêñû,
íèæíèå � ñóôôèêñû

Çàäà÷à ïîèñêà îáðàçöà. Äàíû äâå ñòðîêè T (òåêñò) è P (îáðàçåö, ïàò-
òåðí). Íóæíî óçíàòü, âñòðå÷àåòñÿ ëè ïîäñòðîêà, òàêàÿ æå, êàê P , âíóòðè T ,
èíûìè ñëîâàìè, íàéòè õîòÿ áû îäíî òî÷íîå âõîæäåíèå P â T . Ñóùåñòâóåò
òàêæå çàäà÷à ïîèñêà ÷èñëà òî÷íûõ âõîæäåíèé P â T . Èòàê:
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Äàíî: äëèííàÿ ñòðîêà T = t0, t2, ..., tn−1 (òåêñò) è êîðîòêàÿ ñòðîêà (îá-
ðàçåö, ïàòòåðí) P = p0, p2, ..., pm−1, m ≤ n.

Òðåáóåòñÿ íàéòè: íåïðåðûâíûé ôðàãìåíò ñòðîêè T , ïîëíîñòüþ ñîâïà-
äàþùèé ñ P , ò.å. ïîäñòðîêó T [i, i+m], òàêóþ ÷òî ti = p0, ti+1 = p1, ..., ti+m−1 =
pm−1

Íàèâíûé àëãîðèòì: èäåì ïî ñðîêå T , è íà÷èíàÿ ñ êàæäîé íîâîé ïîçè-
öèè, ïðîâåðÿåì, íå íà÷àëî ëè ýòî íóæíîé íàì ïîäñòðîêè. Íèæå ïðèâåäåíà
ïðîöåäóðà SubStrCmp � ïðîöåäóðà ñâåðêè ïîäñòðîêè T [i, i+ p.length] ñ îá-
ðàçöîì P . Åñëè ýòà ïîäñòðîêà ðàâíà P , âîçâðàùàåòñÿ true, åñëè õîòü îäèí
ñèìâîë îòëè÷àåòñÿ � âîçâðàùàåòñÿ false

1. SubStrCmp (String t, int i, String p){

2. for (j=0; j<= Length(p); j++){

3. if (t[i+j] != p[j]) return false;

4. else return true;

5. }

6. }

7. NaiveSearchPattern (String t, String p){

8. for(int i=0; i<Length(t)-Length(p)+1; i++){

9. if (SubStrCmp (String t, int i, String p)) return i;

10. else return "Not found";

11. }

12. }

Îïèñàííûé àëãîðèòì ðàáîòàåò ïðîñòî, íî äîëãî. Â íàèõóäøåì ñëó÷àå íà-
èâíûé àëãîðèòì ïîèñêà îáðàçöà ïî ñòðîêå ðàáîòàåò çà O(m× n) îïåðàöèé.
Òàêèõ ñëó÷àåâ ìîæíî ïðèäóìàòü íåñêîëüêî, íàïðèìåð äëÿ ñòðîêè è îáðàçöà

T="aaaaaaaaaaaaa"
P="aaaaax"

T íå ñîäåðæèò íè îäíîãî âõîæäåíèÿ P , íî âêëþ÷àåò ìíîãî ïîõîæèõ ïîä-
ñòðîê, îòëè÷àþùèõñÿ îò p òîëüêî ïîñëåäíèì ñèìâîëîì. Ïðè ïîèñêå ïðîöå-
äóðà SubStrCmp ïîñòîÿííî ïðîõîäèò ïî÷òè âñþ äëèíó, îáðûâàÿñü ïîñòîÿí-
íî íà ïîñëåäíåì ñèìâîëå, ÷òî çàíèìàåò ìíîãî âðåìåíè. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî
ðîëü ñòðîêè T â áèîíôîðìàòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ÷àñòî èãðàþò íóêëåîòèäíûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íå îòëè÷àþùèåñÿ îñîáîé êðàòêîñòüþ, âðåìÿ ðàáîòû
àëãîðèòìà ìîæåò áûòü âåëèêî.

Îöåíèì ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà íà ñòðîêå T äëèíîé n ñ îáðàç-
öîì P äëèíîé m. Ñðåäíåå âðåìÿ ïîèñêà ðàâíî

(êîëè÷åñòâî âûçîâîâ SubStrCmp = n−m)×
(ñðåäíåå âðåìÿ èñïîëíåíèÿ SubStrCmp).

Äëÿ îöåíêè ñðåäíåãî âðåìåíè ðàáîòû ïðîöåäóðû SubStrCmp ìîæíî ïðèìå-
íèòü ñõåìó Áåðíóëëè. Ýëåìåíòàðíûì ñîáûòèåì áóäåò ñëóæèòü ñðàâíåíèå
êàæäîãî ñëåäóþùåãî ñèìâîëà ñòðîêè T ñ êàæäûì ñëåäóþùèì ñèìâîëîì
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îáðàçöà P . Ïðè ýòîì óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé âûïîë-
íåíî: êàæäîå ñëåäóþùåå ñðàâíåíèå íå çàâèñèò îò ïðåäûäóùåãî. Ó ëþáîãî
ñîáûòèÿ âîçìîæíû òîëüêî äâà èñõîäà: óñïåõ (ñèìâîëû ñîâïàëè) è íåóäà÷à
(ñèìâîëû íå ñîâïàëè). Ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû SubStrCmp çàâèñèò îò ïàðà-
ìåòðà p � âåðîÿòíîñòè óñïåõà, ðàâíîé äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ.
Ïóñòü:

p � âåðîÿòíîñòü ñîâïàäåíèÿ ñèìâîëîâ

q = 1− p � âåðîÿòíîñòü íåñîâïàäåíèÿ ñèìâîëîâ

Âðåìÿ ðàáîòû ïðîöåäóðû çàâèñèò îò ÷èñëà øàãîâ. Ðàáîòà ïðîöåäóðû îá-
ðûâàåòñÿ ïðè ïåðâîì íåñîâïàäåíèè, è ÷åì áîëüøå ñîâïàäåíèé èäåò ïîäðÿä
äî ïåðâîãî íåñîâïàäåíèÿ, òåì äîëüøå ðàáîòàåò ïðîöåäóðà. Âåðîÿòíîñòü òî-
ãî, ÷òî ðàáîòà SubStrCmp îáðûâàåòñÿ íà ïåðâîì øàãå, ðàâíà q(âåðîÿòíîñòè
íåñîâïàäåíèÿ ñèìâîëîâ â ïåðâîé ïîçèöèè). Âåðîÿòíîñòü îáðûâà íà âòîðîì
øàãå ðàâíà pq (÷òîáû îáîðâàòüñÿ íà âòîðîì øàãå, íóæíî ïðîéòè ïåðâûé
øàã, òî åñòü íà ïåðâîì øàãå äîëæíî áûòü ñîâïàäåíèå, âåðîÿòíîñòü ÷åãî
ðàâíà p). Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû ïðîöåäóðû ðàâíî q+2pq+
3p2q+ . . .+(m−1)qpm−2+mpm−1. Ïîäîáíóþ ñóììó ìû óæå âû÷èñëÿëè ïðè
àíàëèçå ïîèñêà â ìàññèâå:

E =
1− pm

1− p

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîÿâëåíèå áóêâ â òåêñòå è â îáðàçöå ðàâíîâåðîÿòíû.
Òîãäà âåðîÿòíîñòü ñîâïàäåíèÿ ñèìâîëîâ èç ñòðîêè T è îáðàçöà P ðàâíà
1/∥A∥ ãäå A � àëôàâèò, ê êîòîðîìó îòíîñÿòñÿ ñèìâîëû, âõîäÿùèå â T è P ,
|A| � ìîùíîñòü àëôàâèòà A. Åñëè àëôàâèò áîëüøîé, çíà÷åíèå p ìàëåíüêîå.
Òîãäà âåëè÷èíîé pm ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ïîýòîìó ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ðàáîòû
SubStrCmp èìååò ïîðÿäîê

T (SubStrCmp) ≈ p

q
= O(1)

Ïðè âûâîäå ýòîé ôîðìóëû ìû äåëàëè ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

• Ñòðîêè T è P íåçàâèñèìû

• Àëôàâèò A èìååò ñîñòîèò èç äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà ñèìâîëîâ
(èìååò áîëüøóþ ìîùíîñòü)

Ïîñêîëüêó íàì íàäî ïðèìåíèòü ïðîöåäóðó SubStrCmp n ðàç, ñðåäíåå âðåìÿ
íàèâíîãî ïîèñêà, ðàâíî O(n).

Èç âûâåäåííîé ôîðìóëû ïîíÿòíî, ÷òî ÷åì áîëüøå ìîùíîñòü àëôàâèòà è
÷åì ìåíüøå äëèíà ñòðîêè, â êîòîðîé ìû èùåì, òåì áûñòðåå (â ñðåäíåì) èäåò
ïîèñê. Îäíàêî â ðåàëüíîñòè äàëåêî íå âñåãäà ÷àñòîòû âñòðå÷è ñèìâîëîâ
îäèíàêîâûå, êðîìå òîãî ñòðîêè ìîãóò áûòü è ïëîõèìè (êàê â ïðèâåäåííîì
ïðèìåðå), ò.å. óñëîâèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íå îáÿçàòåëüíî óäîâëåòâîðÿþò
äàííûì ïðåäïîëîæåíèÿì. Ïîýòîìó íóæíî èñêàòü äðóãèå àëãîðèòìû.
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3.2 Àëãîðèòì Ðàáèíà-Êàðïà

Ïóñòü àëôàâèò ñîñòîèò èç öèôð. Òîãäà ëþáóþ ñòîêó ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå öåëîãî ÷èñëà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñðàâíèòü äâå ñòðîêè íàäî ïðîñòî
ñðàâíèòü ýòè öåëûå ÷èñëà. Åñëè ñòðîêè íå ñëèøêîì äëèííûå, òî ñðàâíåíèå
äâóõ ÷èñåë ìîæíî ñäåëàòü çà îäíó îïåðàöèþ. Íàäî òîëüêî ïðåîáðàçîâàòü
ñòðîêó öèôð â ÷èñëî:

N(α01α2 . . . αn−1) = α0 ·An−1 + α2 ·An−2 + . . .+ αn−1 ·A0

ãäå A � ðàçìåð àëôàâèòà. Íàïðèìåð, ïðåîáðàçîâàíèå ñòðîêè �3243� â ÷èñëî
áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

N(3243) = 3 · 103 + 2 · 102 + 4 · 101 + 3 · 100

Àëãîðèòì ïîèñêà ïîäñòðîêè ìîæíî ïðåäñòàâèòü òåïåðü òàê: ïðåîáðàçîâûâà-
åì îáðàçåö P â ÷èñëî. Ïîòîì êàæäóþ ïîäñòðîêó òåêñòà T ïðåîáðàçîâûâàåì
â ÷èñëî è ñðàâíèâàåì ÷èñëà. Âèäíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
öèôð â ÷èñëî òðåáóåò âðåìåíè O(L), ãäå L� äëèíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïî-
ýòîìó ïîêà èäåÿ íå ðàáîòàåò � îáùåå âðåìÿ ïîèñêà îáðàçåö áóäåò òðåáîâàòü
âðåìåíè ïîðÿäêà O(m×n). Îäíàêî åñòü îäíî ñîîáðàæåíèå, êîòîðîå ïîçâîëÿ-
åò ñäåëàòü àëãîðèòì áîëåå ýôôåêòèâíûì. Ïóñòü íàì èçâåñòíî ïðåîáðàçîâà-
íèå ïîäñòðîêè, íà÷èíàþùåéñÿ ñ ïîçèöèè i: N(i) = N(titi+1 . . . ti+m). Òîãäà
ìîæíî ëåãêî âû÷èñëèòü N(i+ 1). Äëÿ ýòîãî íàäî îòáðîñèòü ïåðâóþ öèôðó
è äîïèñàòü öèôðó ïîñëå ïîñëåäíåé:

t0t1 . . .

N(i)︷ ︸︸ ︷
ti ti+1 . . . ti+m−1ti+m︸ ︷︷ ︸

N(i+1)

. . . tn−1

×òîáû îòáðîñèòü ïåðâûé ñèìâîë ÷èñëà-ñòðîêè íàäî âçÿòü ÷èñëî ïî ìîäóëþ
An−1, ÷òîáû äîáàâèòü ñèìâîë ñïðàâà íàäî óìíîæèòü ÷èñëî íà A è ïðèáà-
âèòü ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå äîáàâëÿåìîìó ñèìâîëó:

N(i+ 1) = (N(i))%
(
|A|n−1

)
· |A|+N(ti+m) (3.1)

Çäåñü ìû äëÿ mod èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèå %, ïðèíÿòîå âî ìíîãèõ ÿçû-
êàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì àëãîðèòì ñòàíîâèòñÿ áîëåå ýôôåê-
òèâíûì. Ñíà÷àëà âû÷èñëÿåì ÷èñëà, ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàçöó P è ïðåôèê-
ñó òåêñòà T [1,m]. Çàòåì â öèêëå ñðàâíèâàåì ÷èñëà, ïîòîì ñäâèãàåì â ñîîò-
âåòñòâèè ñ 3.1 è ïîâòîðÿåì ñðàâíåíèå.

1. int StrToNum(String p, int l){

2. n=0;

3. for(i=0; i<l; i++){

4. n=n*A+toInt(p[i]);

5. return n;

6. }
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7. }

8. int RabinMatch(String t, String p){

9. M=StrToNum(p,Length(p));

10. N=StrToNum(t,Length(p));

11. nn=power(A,Length(p)-1);

12. for (i=0; i<Length(t)-Length(p); i++){

13. if(M==N) return i;

14. N=(N%n)*A + toInt(t [i]);

15. }

16. return "Not found";

17. }

Ïîÿñíåíèÿ ê àëãîðèòìó. Ñòðîêè 1-7 âû÷èñëÿþò ÷èñëî ïî ñòðîêå äëèíû l.
A � ðàçìåð àëôàâèòà. Ñòðîêè 9 è 10 âû÷èñëÿþò ÷èñëà äëÿ îáðàçöà P è
ïðåôèêñà T [0, n]. Äàëüøå â öèêëå ïðîèñõîäèò ñðàâíåíèå ÷èñåë (ñòðîêà 13)
è ïåðåñ÷åò ÷èñëà (ñòðîêà 14)

Îïèñàííûé àëãîðèòì, íîñèò èìåíà Ðàáèíà è Êàðïà. Íåòðóäíî çàìåòèòü,
÷òî âðåìÿ ïîèñêà íå çàâèñèò îò äëèíû îáðàçöà, êàæäîå ñëåäóþùåå ÷èñëî
ïîëó÷àåòñÿ çà âðåìÿ ïîðÿäêà O(1) è ïîýòîìó âðåìÿ ðàáîòû èìååò ïîðÿäîê
T = O(m+ n).

Îãðàíè÷åíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà: Àëãîðèòì íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü íà
áîëüøèõ îáðàçöàõ, ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî ìîæåò �íå âìåñòèòü-
ñÿ� íè â îäèí òèï äàííûõ, è íà áîëüøèõ àëôàâèòàõ, òàê êàê íåâîçìîæíî
áóäåò îòîáðàçèòü áóêâåííóþ ñòðîêó â öèôðîâóþ òîé æå äëèíû. Àëãîðèòì
Ðàáèíà-Êàðïà î÷åíü õîðîø äëÿ ïîèñêà â íóêëåîòèäíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòÿõ � àëôàâèò ñîäåðæèò 4 áóêâû, ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå int ïîçâîëÿåò
èñêàòü îáðàçöû äëèíîé äî 16, à ïðèìåíåíèå long � äî 32. Êðîìå òîãî îïå-
ðàöèè ·, /, % çàìåíÿþòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè è ñäâèã,
êîòîðûå èñïîëíÿþòñÿ ãîðàçäî áûñòðåå, ÷åì óìíîæåíèå, äåëåíèå è âû÷èñ-
ëåíèå îñòàòêà.

3.3 Àëãîðèòì Êíóòà-Ìîððèñà-Ïðàòòà

Âñïîìíèì ñëîæíûé ñëó÷àé, íà êîòîðîì íàèâíûé ïîèñê ðàáîòàåò ìàêñè-
ìàëüíîå âðåìÿ:

Ñòðîêà P aaabaaaaaaaaaaabcaaaaaaadaaaaaaaaaaaaaaa

Ïàòòåðí T aaaax

Ïðåäñòàâèì, ÷òî ìû â ïðîöåññå ïîèñêà ìû ïîëó÷èëè íàëîæåíèå:

a a a b a a a a a a a a a a a b

a a a a x
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Øëè, øëè è �ïîòåðïåëè íåóäà÷ó� íà áóêâå x; íóæíî ñäâèãàòüñÿ è èñêàòü
äàëüøå. Íî âåäü ïîíÿòíî, ÷òî ïðîâåðÿòü ñõîäñòâî ïåðâûõ áóêâ, ïðè ñëåäó-
þùåì ñäâèãå íå íóæíî � îíè çàâåäîìî ñîâïàäóò, à ìû ïðîäåëàåì ëèøíþþ
ðàáîòó. Èëè äðóãîé ïðèìåð:

a a a b a b a b a a a a a a a b

a b a b a x a

Âèäíî, ÷òî äåëàòü ñëåäóþùóþ ïîâåðêó, ñäâèíóâøèñü íà îäèí ñèìâîë, áåñ-
ñìûñëåííî � ñîâïàäåíèÿ íå áóäåò; äëÿ ñëåäóþùåé ïîïûòêè ïðàâèëüíî ñäâè-
íóòü íà 2.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî, ãëÿäÿ çàðàíåå íà ñòðóêòóðó ïàòòåðíà, ìîæíî ñêàçàòü
íà êàêîå êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ íóæíî ñäâèãàòüñÿ ïîñëå �íåóäà÷è�. Åñëè q
ïåðâûõ ñèìâîëîâ ñîâïàëî, à â ïîçèöèè q+1 åñòü íåñîâïàäåíèå, òî èç àíàëèçà
òîëüêî îáðàçöà ìîæíî ñêàçàòü íàñêîëüêî èìååò ñìûñë ñäâèãàòü îáðàçåö.

3.3.1 Ïðåôèêñ-ôóíêöèÿ spi(P )

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðåôèêñ-ôóíêöèåé spi(P ) íàçûâàåòñÿ äëèíà íàèáîëüøå-
ãî ñîáñòâåííîãî ñóôôèêñà ïîäñëîâà P [0, i−1] ñîâïàäàþùåãî ñ ïðåôèêñîì P :
P [0, spi] = P [i− spi, i].

Ïðèìåð: âîçüìåì ñëîâî abcabcabba è íàéäåì âñå spi

sp0 = 0 abcabcabba

sp1 = 0 a bcabcabba

sp2 = 0 ab cabcabba

sp3 = 0 abc abcabba

sp4 = 1 ïîäñëîâî abca bcabba

ïðåôèêñ abca

ñóôôèêñ abca

sp5 = 2 ïîäñëîâî abcab cabba

ïðåôèêñ abcab

ñóôôèêñ abcab

sp6 = 3 ïîäñëîâî abcabc abba

ïðåôèêñ abcabc

ñóôôèêñ abcabc

sp7 = 4 ïîäñëîâî abcabca bba

ïðåôèêñ abcabca

ñóôôèêñ abcabca

sp8 = 5 ïîäñëîâî abcabcab ba

ïðåôèêñ abcabcab

ñóôôèêñ abcabcab

sp9 = 0 abcabcabb a

sp10 = 1 ïîäñëîâî abcabcabba

ïðåôèêñ abcabcabba

ñóôôèêñ abcabcabba
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Îòìåòèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ïðåôèêñ-ôóíêöèè äëÿ ýòîãî ïðèìåðà. Ïðè
ðàçìåðå ïðåôèêñà 0 çíà÷åíèå sp0 ðàâíî 0, ïîñêîëüêó åñëè íåò ïðåôèêñà, òî è
äëèíà ìàêñèìàëüíîãî ñóôôèêñ-ïðåôèêñà ðàâíà 0. Ïðè ðàçìåðå ïðåôèêñà 1
sp1 òàêæå ðàâåí 0, ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ñîáñòâåííûå ñóôôèêñå-
ïðåôèêñû. Ýòî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî îáðàçöà. Äëÿ ïðåôèêñîâ ðàçìåðîì
îò 4 äî 8 óâåëè÷èâàåòñÿ îò 1 äî 5. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî îáðàçåö ñîäåðæèò
òî÷íûé ïîâòîð. Äëÿ ïðåôèêñà äëèíîé 9 íåò ñóôôèêñ-ïðåôèêñà, òàê ÷òî sp9
ðàâåí 0. Ïðè äëèíå ïðåôèêñà 10 sp10 ðàâåí 1. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ sp7
è sp8 ñóôôèêñû ïåðåñåêàþòñÿ ñ ïðåôèêñàìè. Ýòî äîïóñòèìî.

3.3.2 Àëãîðèòì ïîèñêà îáðàçöà

Ëåììà 1. Åñëè ïðè íàëîæåíèè îáðàçöà íà òåêñò ïåðâîå íåñîâïàäåíèå
îáíàðóæèëîñü â ïîçèöèè i îáðàçöà, òî ìû ìîæåì áåçîïàñíî ñäâèíóòü îá-
ðàçåö íà âåëè÷èíó

shift = i+ 1− spi

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåííîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ îò ïðîòèâíîãî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïåðåäâèíóëè îáðàçåö íà ÷èñëî ñèìâîëîâ k < i+1−spi,
è ïðè ýòîì ïðîèçîøëî ñîâïàäåíèå (ñì. Ðèñ3.2): Ýòî çíà÷èò, â ÷àñòíîñòè,

 A 

A 

A 

A 
P 

X 
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k 

T 

k i 

X 

P

Ðèñ. 3.2: Ê äîêàçàòåëüñòâó áåçîïàñíîñòè ñäâèãà ïî Êíóòó-Ìîððèñó-Ïðàòòó.
A � ñóôôèêñ-ïðåôèêñ

÷òî ôðàãìåíò X = P [0, i − k] ñîâïàäàåò ñ òåêñòîì. Íî ïðè ïðåäûäóùåì
íàëîæåíèè ó íàñ ñîâïàë áåç îøèáîê ôðàãìåíò îáðàçöà P [0, i] . Ïîýòîìó
ñëîâî X ñîâïàäàåò ñ ôðàãìåíòîì P [k, i]. Äëèíà ýòîãî ñëîâà ðàâíà i−k+1 >
i−1+spi−i+1 = spi. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ spi êàê ìàêñèìàëüíîãî
ñóôôèêñà-ïðåôèêñà. Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëå ñäâèãà íåò íåîáõîäèìîñòè ñíîâà ïðîâåðÿòü ñèìâî-
ëû, ïðèíàäëåæàùèå ñîîòâåòñòâóþùåìó ñóôôèêñ-ïðåôèêñó, ïîñêîëüêó îíè
ñîâïàäàþò ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, ìû íà êàæäûé ñèìâîë
òåêñòà T ñìîòðèì íå áîëåå äâóõ ðàç. Åñëè ïðåôèêñ-ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà,
òî âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ðàâíà O(|T |). Îñòàëîñü òîëüêî íàéòè ïðåôèêñ-
ôóíêöèþ. Ýòèì çàíèìàåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ïðåïðîöåññèíã.

Óïðàæíåíèå 20. Íàïèøèòå ïñåâäîêîä äëÿ àëãîðèòìà Êíóòà-Ìîððèñà-
Ïðàòòà ïîèñêà îáðàçöà, ïðè óñëîâèè, ÷òî ìàññèâ sp äàí.
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3.3.3 Ïðåïðîöåññèíã Êíóòà-Ìîððèñà-Ïðàòòà

Ïîèñê spi(P ) êàæäûé ðàç, êîãäà ìû ñäâèãàåì ïàòòåðí îòíîñèòåëüíî ñòðîêè
çàíèìàåò ìíîãî ëèøíåãî âðåìåíè. Ïðàâèëüíåå ïåðåä ïîèñêîì ïîäñòðîêè,
ðàâíîé îáðàçöó, ñäåëàòü ïðåïðîöåññèíã � íàéòè âñå spi(P ) äëÿ ýòîãî îáðàç-
öà è çàïèñàòü â òàáëèöó.

Íàèâíûé àëãîðèòì ïðåïðîöåññèíãà:

1. int[] Naive_Spi_Search(String P){

2. for(i=1;i<p.length,i++) {

3. len = 0;

4. l = i-1;

5. while(l > 0 && len==0){

6. s = substring(P,i-l,i);

7. f = substring(P,0,l);

8. if(s==f)

9. len=l;

10. l--;

11. }

12. sp[i]=len;

13. }

14. }

Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ i (ðàçìåðà ïðåôèêñà) ìû îïðåäåëÿåì ìàêñèìàëüíûé
ñóôôèêñ-ïðåôèêñ. Ïðè ýòîì íà÷èíàåì èñêàòü ñ ñàìûõ äëèííûõ âîçìîæíûõ
sp. Ñòðîêà 4: åñëè áû ìû íà÷èíàëè öèêë ñ i, âñå íàéäåííûå ìàêñèìàëüíûå
ïðåôèêñû, ñîâïàäàþùèå ñ ñóôôèêñàìè, áûëè áû òðèâèàëüíûìè. Ñòðîêà 5:
ìû ñîêðàùàåì ðàçìåð sp. Åñëè íà êàêîé-òî èòåðàöèè âåëè÷èíà len ñòàëà
îòëè÷íîé îò íóëÿ, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû íàøëè sp è èñêàòü áîëåå êîðîòêèå
ñóôôèêñ-ïðåôèêñû íå èìååò ñìûñëà. Â ñòðîêå 8 ìû ñðàâíèâàåì ñóôôèêñ
è ïðåôèêñ. Àëãîðèòì ðàáîòàåò êóáè÷åñêîå âðåìÿ, ïîñêîëüêó öèêë ñòðîêè
2 êðóòèòñÿ m ðàç, öèêë ñòðîêè 5 êðóòèòñÿ òàêæå ïîðÿäêà m ðàç (â ñðåä-
íåì m/2). Âíóòðè ýòîãî öèêëà åñòü ñðàâíåíèå ñòðîê (ñòðîêà 8), êîòîðîå
òàêæå òðåáóåò âðåìåíè ïîðÿäêà m. Òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ ðàáîòû íàèâíîãî
àëãîðèòìà èìååò ïîðÿäîê O(m3), òî åñòü âðåìÿ ðàáîòû êóáè÷åñêîå.

Ñòîëü äîëãî ðàáîòàþùèé àëãîðèòì ìû ñ íåãîäîâàíèåì îòâåðãàåì. Åñòü
ñïîñîá íàéòè âñå spi äëÿ ñòðîêè äëèíîé m çà ëèíåéíîå âðåìÿ O(m). �Óì-
íûé� àëãîðèòì ïðåïðîöåññèíãà íå �ñìîòðèò� ìíîãîêðàòíî íà êàæäóþ áóêâó
ñòðîêè.

Ëåììà 2. Îòìåòèì äâà ñâîéñòâà ñóôôèêñ-ïðåôèêñà. Âî-ïåðâûõ, psi < i.
Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî sp � ñîáñòâåííûé ñóôôèêñ-ïðåôèêñ. Âî-âòîðûõ,
åñëè l � äëèíà êàêîãî-ëèáî (íå îáÿçàòåëüíî ìàêñèìàëüíîãî) ñóôôèêñ-ïðåôèêñà
ïîäñëîâà P [0, i], òî spl îïðåäåëÿåò äëèíó äðóãîãî ñóôôèêñ-ïðåôèêñà ýòîãî
æå ïîäñëîâà. Áîëåå òîãî, íå ñóùåñòâóåò ñóôôèêñ-ïðåôèêñà ñ äëèíîé ìåíü-
øå l è áîëüøå spl.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó åñòü ñóôôèêñ-ïðåôèêñ äëè-
íîé l, òî âåðíî P [0, l] = P [i−l, i], íî spl � îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ñóôôèêñ-
ïðåôèêñ ó ïîäñëîâà P [0, l], ò.å. P [0, spl] = P [l − spl, l] = P [i − l, i − spl] =
P [l−spl, l] (ñì.ðèñ 3.3). Âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç óñëîâèÿ ìàêñèìàëü-
íîñòè ñóôôèêñ-ïðåôèêñà.

 

l spl 

P 

i 

Ðèñ. 3.3: Ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2. Ïîñêîëüêó åñòü ñóôôèêñ-ïðåôèêñ, òî
ïî îïðåäåëåíèþ åñòü ñîâïàäàþùèå ôðàãìåíòû (ñâåòëî-ñåðûå). Ïîñêîëüêó
spl åñòü äëèíà ñóôôèêñ-ïðåôèêñà, òî òåìíî-ñåðûå ïðÿìîóãîëüíèêè ñîâïà-
äàþò. À ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò ñóôôèêñ-ïðåôèêñ äëèíû spl.

Ñëåäñòâèå 1. sp (sp (· · · sp (sp(i)))) ÿâëÿþòñÿ ñóôôèêñàìè-ïðåôèêñàìè è
äðóãèõ ñóôôèêñîâ-ïðåôèêñîâ íåò.

Ïðåäñòàâèì, ÷òî ìû íàøëè spj äëÿ âñåõ ïðåôèêñîâ äëèíîé ìåíüøå j < i.
Òîãäà íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà íàéòè spi . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè P [spi] = P [i],
òî spi = spi−1 + 1. Åñëè æå ñîâïàäåíèÿ íåò, òî âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé, è
ïîñìîòðèì íà áîëåå êîðîòêèå ñóôôèêñû-ïðåôèêñû. Ïîýòîìó íàäî ïðîâå-
ðèòü ñîâïàäàþò ëè P [sp(sp(i − 1) + 1] ñ P [i]. Åñëè ñîâïàäàåò, òî sp(i) =
sp(sp(i−1))+1; Åñëè íå ñîâïàäàåò, òî íàäî ñìîòðåòü ïðåäûäóùèé ñóôôèêñ-
ïðåôèêñ è ò.ä. (ñì. ðèñ.3.4. Àëãîðèòì ïðåïðîöåññèíãà.

 

abxabqabxabrabxabqabxabx 
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sp(sp(i)) sp(i) sp(sp(sp(i))) 

Ðèñ. 3.4: Èëëþñòðàöèÿ ïðåïðîöåññèíãà.

1. KMP_Preprocessing(String p){

2. int[] sp=new int[p.length+1];

3. for (int j=1; j<p.length-1; j++){

4. x=p.charAt(j);

5. v=sp [j];

6. while(p.charAt(v+1)!=x && v!=0){

7. v=sp [v];

8. if (v>0 && p.charAt(v+1)==x)
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9. sp[j+1]=v+1;

10. else

11. sp[j+1]=0;

12. }

13. }

14. }

Ìîæíî ñòðîãî äîêàçàòü, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïðåïðîöåññèíãà ëè-
íåéíî ïî äëèíå îáðàçöà T = O(|P |). Òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèò-
ìà Êíóòà-Ìîððèñà-Ïðàòòà:

TKPM = O(|T |+ |P |)

3.4 Êîíå÷íûå àâòîìàòû

Îïðåäåëåíèå 2. Äåòåðìèíèðîâàííûì êîíå÷íûì àâòîìàòîì íàçûâàþò
ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî:

{Q, q0 ∈ Q,A ⊆ Q,Σ, δ}

ãäå Q � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé êî-
íå÷íîãî àâòîìàòà; q0 � íåêîå âûäåëåííîå ñîñòîÿíèå, íàçûâàåìîå íà÷àëü-
íûì ñîñòîÿíèåì êîíå÷íîãî àâòîìàòà; A � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà
ñîñòîÿíèé (ôèíàëüíîå èëè äîïóñêàþùåå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé); Σ
� êîíå÷íûé àëôàâèò; δ : Q ⊗ Σ → Q � ôóíêöèÿ ïåðåõîäà, êîòîðàÿ
îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî ïàð âèäà �ñèìâîë-ñîñòîÿíèå� íà ìíîæåñòâî ñî-
ñòîÿíèé. Àðãóìåíòàìè ýòîé ôóíêöèè ñëóæàò íåêèé ñèìâîë àëôàâèòà è
ñîñòîÿíèå êîíå÷íîãî àâòîìàòà, çíà÷åíèåì � íîâîå ñîñòîÿíèå êîíå÷íîãî
àâòîìàòà.

Àâòîìàò íà÷èíàåò ðàáîòàòü èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ q0. Äàëåå àâòîìàò
ñ÷èòûâàåò ïî îäíîìó ñèìâîëó èç âõîäíîé ñòðîêè. Ïîëó÷åííûé íà âõîä ñèì-
âîë èçìåíÿåò ñîñòîÿíèå àâòîìàòà íà íîâîå èç êîíå÷íîãî íàáîðà âîçìîæíûõ
ñîñòîÿíèé Q = q0, q1, · · · , qm â ñîîòâåòñòâèè ñ èìåþùåéñÿ ôóíêöèåé ïåðåõî-
äîâ δ. Êàê âèäíî çäåñü êëþ÷åâûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ.
Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, àëôàâèò è ôóíêöèþ ïåðåõîäîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå òàáëèöû ïåðåõîäîâ:

àëôàâèò
ñîñòîÿíèÿ a b c
0∗ 0 2 1
1 2 3 1
2 3 0 1
3+ 0 2 1
∗ � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå
+ � äîïóñêàþùåå ñîñòîÿíèå
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×àñòî ðàáîòó êîíå÷íîãî àâòîìàòà èçîáðàæàþò â âèäå ãðàôà ïåðåõîäîâ (ñì.
ðèñ.3.5). Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî â êîíå÷íîì àâòîìàòå èç êàæäîãî
ñîñòîÿíèÿ âûõîäèò ñòîëüêî ñòðåëîê, ñêîëüêî áóêâ â àëôàâèòå.
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Ðèñ. 3.5: Èçîáðàæåíèå êîíå÷íîãî àâòîìàòà â âèäå ãðàôà ïåðåõîäîâ. Íà÷àëü-
íîå ñîñòîÿíèå 0 (âûäåëåíî ñåðûì). Äîïóñêàþùåå ñîñòîÿíèå 3 (òåìíî-ñåðîå).

Ïóñòü íà âõîä àâòîìàòà ïîäàåòñÿ ñòðîêà:

a a a b c b c c b a a a b a b b c b c a a a b c c a

Àâòîìàò ïðîéäåò ÷åðåç ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé. Íà÷àëü-
íîå ñîñòîÿíèå 0 (ïî îïðåäåëåíèþ) ïåðâûå òðè ñèìâîëà a íå èçìåíÿò ñîñòî-
ÿíèÿ, ïîñêîëüêó ïî áóêâå a ïåðåõîä ïðîèñõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ 0 â ñîñòîÿíèå
0. Çàòåì àâòîìàò ïåðåéäåò â ñîñòîÿíèå 2 - ñèìâîë b ïåðåâîäèò àâòîìàò èç
ñîñòîÿíèÿ 0 (òåêóùåå ñîñòîÿíèå) â ñîñòîÿíèå 2, è ò.ä. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñîñòîÿíèé ñëåäóþùàÿ:

a a a b c b c c b a a a b a b b c b c a a a b c c a
0 0 0 2 1 3 1 1 3 0 0 0 2 3 2 0 1 3 1 2 3 0 2 1 1 2

Àâòîìàò 5 ðàç ïðîøåë ÷åðåç äîïóñêàþùåå ñîñòîÿíèå. Âîîáùå-òî ïðèâå-
äåííûé àâòîìàò íå ïîíÿòíî çà÷åì íóæåí. È òî, ÷òî îí íåñêîëüêî ðàç ïðî-
øåë ÷åðåç äîïóñêàþùåå ñîñòîÿíèå íàì íè÷åãî íå ãîâîðèò. Íà ñàìîì äåëå
êîíå÷íûå àâòîìàòû � äîñòàòî÷íî ìîùíûé èíñòðóìåíò äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ
òåêñòîâ. Êàê ìû óâèäèì ïîçæå, êîíå÷íûå àâòîìàòû ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ
ïîèñêà ñðàçó íåñêîëüêèõ ñëîâ è äëÿ ïîèñêà ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé, êîòî-
ðûå ñîñòàâëÿþò îñíîâó äëÿ ðàçáîðà òåêñòîâ.

Oáîçíà÷èì Σ∗ ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ, êîòîðûå ìîæíî ïîðîäèòü èç àë-
ôàâèòà. Ôóíêöèÿ φ : Σ∗ → Q � ôóíêöèÿ êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ: φ(w) �
êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà ïðè ïðåäúÿâëåíèè åìó ñëîâà w (èíûìè ñëîâà-
ìè ýòî ñîñòîÿíèå, â êîòîðîå ïðèäåò àâòîìàò ïîñëå îáðàáîòêè w). Àâòîìàò
äîïóñêàåò ñòðîêó w òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà φ(w) ∈ A . Ôóíêöèþ φ
ìîæíî îïðåäåëèòü ðåêóððåíòíî:
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• φ(ε) = q0 � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ε � ïóñòîå ñëîâî );

• φ(wa) = δ (φ(w), a) äëÿ ëþáûõ w ∈ Σ∗, a ∈ Σ (ò.å. ìû íàõîäèëèñü â
ñîñòîÿíèè φ(w) è ñîâåðøèëè ïåðåõîä â à.)

Ðÿä àëãîðèòìîâ ïîèñêà ïîäñòðîê íà÷èíàþòñÿ ñ ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íîãî àâòî-
ìàòà, êîòîðûé â íåêîòîðîì òåêñòå T íàõîäèò âñå âõîæäåíèÿ îáðàçöà P .

3.4.1 Ïîèñê îáðàçöà ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî àâòîìàòà

Êîíå÷íûå àâòîìàòû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîèñêà ïîäñòðîêè â ñòîêå. Îíè ïîç-
âîëÿþò íàõîäèòü íå òîëüêî åäèíè÷íîå âõîæäåíèå îáðàçöà â ñòðîêó, íî è
ôèêñèðîâàòü âñå ïîäñòðîêè, ðàâíûå îáðàçöó, ñêîëüêî áû èõ íè áûëî.

Ïðèìåð: Õîòèì íàéòè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå ïàòòåðí âèäà abab. Ïóñòü
ýòà ñòðîêà ñîñòîèò òîëüêî èç ñèìâîëîâ �a� è �b�, äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî-
ãî àâòîìàòà áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ àëôàâèòîì èç òåõ æå ñèìâîëîâ. Êîíå÷íûé
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Ðèñ. 3.6: Àâòîìàò äëÿ ïîèñêà îáðàçöà abab. Àâòîìàò, âêëþ÷àþùèé òîëü-
êî ÷åðíûå ñòðåëêè, èùåò ïåðâîå âõîæäåíèå îáðàçöà abab â ñòðîêó. Åñëè
â àâòîìàòå çàìåíèòü ñòðåëêè, èñõîäÿùèå èç äîïóñêàþùåãî ñîñòîÿíèÿ íà
ïóíêòèðíûå ñòðåëêè.

àâòîìàò, èçîáðàæåííûé íà ðèñ.3.6 áûë ïðèäóìàí íàïðÿæåíèåì ìûñëè. À
ñóùåñòâóåò ëè ðåãóëÿðíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ äëÿ ïî-
èñêà âõîæäåíèé îáðàçöà? Ïåðâûì øàãîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ àâòîìàòà, ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ñòðîêå-îáðàçöó P ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå òàê íàçûâàåìîå ñóôôèêñ-
ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñóôôèêñ-ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíê-
öèÿ σ : Σ∗ → {0, 1, · · · ,m} � îòîáðàæåíèå ñëîâ íà ìíîæåñòâî ÷èñåë. Ïî
îïðåäåëåíèþ, σ(w) � äëèíà ìàêñèìàëüíîãî (íå îáÿçàòåëüíî ñîáñòâåííîãî)
ñóôôèêñà ñëîâà w, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ ïðåôèêñîì îáðàçöà P .

Âàæíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî îáðàçöà ñâîÿ ñóôôèêñ-ôóíêöèÿ. ÷òî Íà ïåðâûé
âçãëÿä ñóôôèêñ-ôóíêöèÿ σ(w) ÷åì-òî íàïîìèíàåò ïðåôèêñ-ôóíêöèþ sp,
êîòîðóþ ìû ðàññìàòðèâàëè â àëãîðèòìå Êíóòà-Ìîððèñà-Ïðàòòà. Îäíàêî
åñòü ñóùåñòâåííàÿ ðàçíèöà. Ñóôôèêñ-ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå
âñåõ ñëîâ, à ïðåôèêñ-ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå ÷èñåë {0, 1, · · · ,m},
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ïîýòîìó èõ ñðàâíèâàòü áåññìûñëåííî. ßñíî, ÷òî åñëè σ(w) = m, òî êîíåö
ñëîâà w ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ îáðàçöîì.

Ïðîñòîé ïðèìåð ñóôôèêñ-ôóíêöèè äëÿ îáðàçöà P = ab:

σ(ε) = 0

σ(accabca) = 1

σ(bcabcab) = 2

Î÷åâèäíûå ñâîéñòâà ñóôôèêñ-ôóíêöèè:

• åñëè äëèíà P ðàâíà m, òî σ(x) = m òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P
ÿâëÿåòñÿ ñóôôèêñîì x

• åñëè x ÿâëÿåòñÿ ñóôôèêñîì y, òî σ(x) ≤ σ(y).

Òåïåðü îïðåäåëèì êîíå÷íûé àâòîìàò, ñîîòâåòñòâóþùèé îáðàçöó P , òàêèì
îáðàçîì:

Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé Q = {0, 1, · · · ,m}
Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå q0 = 0
Åäèíñòâåííîå äîïóñêàþùåå ñîñòîÿíèå A = m
Ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ δ δ(q, a) = σ(Pqa) (Pq � ïðåôèêñ

äëèíû q îáðàçöà P )

Âîò ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè ïåðåõîäîâ äëÿ îáðàçöà abbabba

Pi Pia σ(Pia) Pib σ(Pib)
abbabba aa 1 ab 0
abbabba aba 1 abb 3
abbabba abba 4 abbb 0
abbabba abbaa 1 abbab 5
abbabba abbaba 1 abbabb 6
abbabba abbabba 7 abbabbb 0
abbabba abbabbaa 1 abbabbab 5
Äîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííûé êîíå÷íûé àâòîìàò äåéñòâèòåëüíî ñïîñîáåí

íàõîäèòü îáðàçåö P è íè÷åãî áîëüøå. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì ïàðó ëåìì è òåî-
ðåìó.

Ëåììà 1. σ(xa) ≤ σ(x) + 1

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì σ(xa) > σ(x) + 1. Òîãäà îòáðîñèì ïîñëåäíèé
ñèìâîë îò íàèáîëüøåãî ñóôôèêñà xa, ñîâïàäàþùåãî ñ ïðåôèêñîì P . Òîãäà
ïîëó÷èì ñóôôèêñ ñòðîêè x, êîòîðûé äëèííåå σ(x) è ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì
P , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ (ðèñ.3.7).

Ëåììà 2. Ïóñòü q = σ(x). Òîãäà σ(xa) = σ(Pqa).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó σ(xa) ≤ σ(x) + 1, σ(xa) íå èç-
ìåíèòñÿ, åñëè îòáðîñèòü íà÷àëî îò ñòðîêè xa, îñòàâèâ òîëüêî ïîñëåäíèå
q + 1 ñèìâîëîâ (ïîñêîëüêó q = σ(x)), òî σ(xa) = σ(Pqa)
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Ðèñ. 3.7: Ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1
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Ðèñ. 3.8: Ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2

Òåîðåìà 1. φ(Ti) = σ(Ti), ãäå Ti � ñóôôèêñ ñëîâà T , íà÷èíàþùèéñÿ ñ
èíäåêñà i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè. Ïðè i = 0 � î÷åâèäíî. Ïî-
êàæåì, ÷òî åñëè óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî ïðè íåêîòîðîì i, òî áóäåò
âåðíî è ïðè i + 1. Ïóñòü a � ýòî ñèìâîë ñòðîêè T â ïîçèöèè i, òî åñòü
ñëåäóþùèé çà ïðåôèêñîì Ti ñèìâîë. Òîãäà

φ(Ti+1) = δ (φ(T (i), a)) ïî ñâîéñòâó ôóíêöèè êîíå÷íîãî ñîñòî-
ÿíèÿ φ(wa) = δ (φ(w), a)

δ (φ(T (i), a)) = δ (σ(Ti), a) ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ðàâåíñòâî
φ(Ti) = σ(Ti) âåðíî äëÿ i

δ (σ(Ti), a)) = δ(q, a) = σ(Pqa); q = σ(Ti) � îáîçíà÷åíèå äëÿ q. Ôóíê-
öèÿ ïåðåõîäîâ àâòîìàòà ïî îïðåäåëå-
íèþ çàäàåòñÿ òàê: δ(q, a) = σ(Pqa)

σ(Pqa) = σ(Ti+1) ñîãëàñíî ëåììå 2 î ñóôôèêñ-ôóíêöèè

Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî, ÷òî φ(Ti+1) = σ(Ti+1)

Ñëåäñòâèå 1. Ñëåäñòâèå. Àâòîìàò ïðèõîäèò â äîïóñêàþùåå ñîñòîÿíèå,
òîëüêî åñëè ñóôôèêñ ñòðîêè Ti ñîâïàäàåò ñ îáðàçöîì P .

Ïîèñê ïîäñòðîêè ñ ïðèìåíåíèåì êîíå÷íîãî àâòîìàòà ðàáîòàåò çà âðåìÿ
ïîðÿäêà O (n+ T (σ)) , ãäå n � äëèíà ñòðîêè, â êîòîðîé èùåì âõîæäåíèå,
T (σ) � âðåìÿ ïîñòðîåíèå ñóôôèêñ-ôóíêöèè. Ýòî íåìíîãî áîëüøå, ÷åì âðå-
ìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà Êíóòà-Ìîððèñà-Ïðàòòà. Îäíàêî ó êîíå÷íûõ àâòîìà-
òîâ åñòü áîëüøîå ïðåèìóùåñòâî: îíè ïîçâîëÿþò èñêàòü âûðîæäåííûå èëè
íåòî÷íûå âõîæäåíèÿ.
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3.4.2 Ïîèñê ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé. Íåäåòåðìèíèðî-
âàííûå êîíå÷íûå àâòîìàòû.

Âñå èçó÷åííûå íàìè ñïîñîáû ïîèñêà ïîäñòðîêè (íàèâíûé àëãîðèòì, àëãî-
ðèòìû Ðàáèíà-Êàðïà, Êíóòà-Ìîððèñà-Ïðàòòà, ïîèñê ñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ
àâòîìàòîâ) ñëóæàò äëÿ ïîèñêà òî÷íîãî âõîæäåíèÿ â ñòðîêó. Åñëè æå ìû õî-
òèì íàéòè íå òî÷íûé ïàòòåðí, à ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, îïèñûâàþùåå ñðà-
çó íåñêîëüêî îáðàçöîâ? Ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñæàòîãî
îïèñàíèÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ñòðîê ñ ïîìîùüþ øàáëîíîâ, áåç íåîáõîäè-
ìîñòè ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïðèìåð ðåãóëÿðíîãî
âûðàæåíèÿ: R = (abb)*(c)+(abc).

* Ñèìâîë èëè ãðóïïà ñèìâîëîâ ìîæåò ïîÿâèòüñÿ
íåñêîëüêî ðàç èëè íè ðàçó

+ Ñèìâîë èëè ãðóïïà ñèìâîëîâ äîëæíà ïîÿâèòüñÿ
õîòü îäèí ðàç.

âûðàæåíèå, ïîñëå êî-
òîðîãî íå ñòîèò íèêà-
êèõ çíàêîâ

Ñèìâîë èëè ãðóïïà ñèìâîëîâ äîëæíà ïîÿâèòüñÿ
ðîâíî îäèí ðàç.

Íàøåìó ðåãóëÿðíîìó âûðàæåíèþ ñîîòâåòñòâóþò ñòðîêè ccccabc è abbabc

è ìíîãî äðóãèõ ñòðîê. Êàê íàéòè ëþáóþ èç íèõ ïîëüçóÿñü ðåãóëÿðíûì âû-
ðàæåíèåì?

Íåäåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò îòëè÷àåòñÿ îò äåòåðìèíèðî-
âàííîãî òåì, ÷òî ðåçóëüòàòîì ôóíêöèè ïåðåõîäà ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîå ìíî-
æåñòâî ñîñòîÿíèé (âîçìîæíî ïóñòîå). Ïîýòîìó íåäåòåðìèíèðîâàííûé êî-
íå÷íûé àâòîìàò â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè íàõîäèòñÿ íå â îäíîì ñîñòîÿíèè
à â ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé. Êðîìå òîãî, ïåðåõîäû íå îáÿçàòåëüíî îïðåäåëåíû
äëÿ âñåõ ñèìâîëîâ èç âõîäíîãî ïîòîêà. Âìåñòî ýòîãî ìû ââåäåì äîïîëíè-
òåëüíûé ïåðåõîä ε, êîòîðûé îòâå÷àåò �ñ÷èòûâàíèþ ïóñòîãî ñèìâîëà�, ò.å. íå
ñíèìàåò ñèìâîë èç ñòðîêè. Ðàñïîçíàâàíèå îáðàçöà ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ
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Ðèñ. 3.9: Íåäåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò è ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé
â ïðîöåññå îáðàáîòêè ñòðîêè baa.

� ïîñòðîåíèå àâòîìàòà è ïî îáðàçöó è ðàáîòà àâòîìàòà. Ïðè ïîñòðîåíèè
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àâòîìàòà èñïîëüçóåòñÿ ðåêóðñèâíîå îïðåäåëåíèå ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ
R:

R::=<ñèìâîë> | RR | (R) | R+ | R*

Ýòà ôîðìóëà îçíà÷àåò, ÷òî ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå � ýòî ëèáî ïðîñòî ñèì-
âîë, ëèáî ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, çà êîòîðûì ñëåäóåò äðóãîå ðåãóëÿðíîå
âûðàæåíèå, ëèáî äðóãîå ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå çàêëþ÷åííîå â ñêîáêè, ëè-
áî ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, ïîñëå êîòîðîãî èäåò çíàê +, ëèáî ðåãóëÿðíîå
âûðàæåíèå, çà êîòîðûì ñëåäóåò çíàê *. Òàêàÿ ðåêóðñèÿ ïîçâîëÿåò ðàçëî-
æèòü ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèÿ íà ýëåìåíòàðíûå ñîñòàâëÿþùèå. Äëÿ êàæäîãî
ñîñòàâëÿþùåãî ìîæíî ïîñòðîèòü êîíå÷íûé àâòîìàò, à çàòåì ýòè àâòîìàòû
ìîæíî îáúåäèíÿòü. Ïðè ýòîì åñëè îäèí èç ýëåìåíòîâ çàêàí÷èâàåòñÿ ñèì-
âîëîì *, òî îò íà÷àëà (íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ) ñîîòâåòñòâóþùåãî àâòîìàòà
â åãî êîíåö (âî âñå äîïóñêàþùèå ñîñòîÿíèÿ) èäåò ε-ñòðåëêà, ÷òî îçíà÷àåò,
÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ôðàãìåíò ìîæíî ïðîïóñòèòü. Åñëè ïîñëå ýëåìåíòàð-
íîãî âûðàæåíèÿ ñòîèò + èëè *, òî èç âñåõ äîïóñêàþùèõ ñîñòîÿíèé èäåò
ε-ñòðåëêà â íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ãðóïïó ìîæíî ïîâòî-
ðèòü (ðèñ. 3.10).
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Ðèñ. 3.10: Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íîãî àâòîìàòà äëÿ ðåãóëÿðíîãî âûðà-
æåíèÿ. Äåòàëè ïåðåõîäîâ â ñàìûõ âíóòðåííèõ àâòîìàòàõ ÎÏÓÙÅÍÛ! Íà-
÷àëüíîå è äîïóñêàþùèå ñîñòîÿíèÿ îáùåãî àâòîìàòà âûäåëåíû äâîéíûìè
êðóãàìè. Íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ � ñåðûå, äîïóñêàþùèå � ÷åðíûå.

Òåïåðü îïèøåì, êàê ýòîò àâòîìàò ðàáîòàåò. Ïðè ïðî÷òåíèè ñëîâà àâòî-
ìàò ìîæåò ïåðåéòè â íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé. Ââåäåì íåêîòîðûå
îáîçíà÷åíèÿ:

N0 � ìíîæåñòâî, êóäà ìîæíî ïîïàñòü èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïî ñòðåë-
êàì ñ áóêâîé ε; Ni+1 � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, â êîòîðîå àâòîìàò ìîæåò ïî-
ïàñòü èç ïðåäûäóùåãî ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé, ïðî÷èòàâ i+1-þ áóêâó ñòðîêè
T . Åñëè íà êàêîì-òî øàãå àâòîìàò íàøåë ñîîòâåòñòâèå (match), òî ìíîæå-
ñòâî ñîñòîÿíèé àâòîìàòà èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ìíîæåñòâîì äîïóñ-
êàþùèõ ñîñòîÿíèé. Åñëè î÷åðåäíîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ïóñòî, òî àâòîìàò
îòâåðãàåò ñòðîêó. Ðàçáîð ñòðîêè çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåñòðàèâàíèè ìíîæåñòâà
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Ni. ßñíî, ÷òî ðàçìåð ìíîæåñòâà Ni íå ïðåâûøàåò äëèíó îáðàçöà, ïîýòîìó
âðåìÿ ðàçáîðà ñòðîêè îöåíèâàåòñÿ êàê T = O(n×m).

Ìèíóñ îïèñàííîãî àâòîìàòà � îí èùåò ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå òîëüêî
â ïðåôèêñå ñòðîêè. ×òîáû èñêàòü ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå â ëþáîì ìåñòå
ñòðîêè íóæíî ìîäèôèöèðîâàòü ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå R: R′ = [ξ]R, ãäå ξ
îáîçíà÷àåò âñå áóêâû àëôàâèòà Σ, êîíå÷íûé àâòîìàò ïðèìåò òàêîé �êóäðÿ-
âûé� ïðåôèêñ (ðèñ. 3.11).

 

Ðèñ. 3.11: Ïðåôèêñ òåêñòà äëÿ ïîèñêà îáðàçöà ñ ïîìîùüþ íåäåòåðìèíèðî-
âàííîãî àâòîìàòà

3.5 Ïîèñê ìíîãèõ îáðàçöîâ.Àëãîðèòì Àõî-Êîðàñèê

À åñëè ïåðåä íàìè ñòîèò òàêàÿ çàäà÷à (åå åùå íàçûâàþò çàäà÷åé òî÷íîãî
ïîèñêà èëè çàäà÷åé ïîèñêà ïî ãðóïïîâîìó çàïðîñó): çàäàíî ìíîæåñòâî îá-
ðàçöîâ P = {P1, P2, · · · , Pz} . Òðåáóåòñÿ îáíàðóæèòü âñå âõîæäåíèÿ â òåêñò
T õîòÿ áû îäíîãî îáðàçöà èç P . Çäåñü íåïðèìåíèìû íåäåòåðìèíèðîâàííûå
êîíå÷íûå àâòîìàòû. Ìîæíî, êîíå÷íî, ïðåäëîæèòü ïðîâåðèòü êàæäûé èç
îáðàçöîâ ïî î÷åðåäè, íî èõ ìîæåò áûòü î÷åíü ìíîãî.

Àëãîðèòì êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è òî÷íîãî ñîïîñòàâëåíèÿ ìíî-
æåñòâ áûë ïðåäëîæåí â 1975 ã. Àëüôðåäîì Àõî ( Alfred V. Aho ) è Ìàðãàðåò
Êîðàñèê ( Margaret J. Corasick ). Ìàðãàðåò Êîðàñèê � æåíùèíà, åå ôàìè-
ëèÿ íå ñêëîíÿåòñÿ :, ïîýòîìó íåâåðíî íàçâàíèå �àëãîðèòì Àõî-Êîðàñèêà�.
Ýòî ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, ðàáîòàþùèé çà âðåìÿ T = O(n+

∑
i mi) , ãäå

mi � äëèíà îáðàçöà Pi.
ßçûêîì L íàçûâàåòñÿ íåêèé íàáîð ñëîâ íàä àëôàâèòîì Σ. Ïóñòü Σ =

{a,á�þ,ÿ}. Âîçüìåì òàêîé ÿçûê íàä ýòèì àëôàâèòîì:

{àáðàó, àáðåê, áðóñíèêà, áðóñüÿ, ðóñëàí, ðóñü}

Äëÿ ÿçûêà L ìîæíî ïîñòðîèòü ÿçûê âñåõ ñëîâ, ñîäåðæàùèõ õîòÿ áû îäíî
ñëîâî èñõîäíîãî ÿçûêà â êà÷åñòâå ïîäñëîâà. Áóäåì îáîçíà÷àòü òàêîé ÿçûê
L′.

Âñå ñëîâà ìîæíî ðàñïîëîæèòü äðóã ïîä äðóãîì â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì
ïîðÿäêå. Ïðè ýòî ñòàíåò î÷åâèäíûì, ÷òî íåêîòîðûå èç íèõ ñîäåðæàò îáùèé
ïðåôèêñ (îòìå÷åí ñåðûì):
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àáðàó
àáðåê
áðóñíèêà
áðóñüÿ
ðóñëàí
ðóñü

Ñïèñîê ñëîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äåðåâà, ãäå îáùèå ïðåôèêñû íå
ïîâòîðÿþòñÿ

àáð �àó
�åê

áðóñ�íèêà
�üÿ

ðóñ �ëàí
�ü

Ïðåäñòàâèì àâòîìàò äëÿ ïîèñêà ñëîâ íàøåãî ÿçûêà â âèäå äåðåâà ðèñ.3.12.
Ïîêàçàíû íå âñå ñòðåëêè. Ëþáàÿ ñòðåëêà èç ëþáîãî ñîñòîÿíèé ñ �íå òîé�
áóêâîé áóäåò âåñòè â íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå. ßñíî, ÷òî òàêîé àâòîìàò íå âñå-
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Ðèñ. 3.12: Àâòîìàò äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ãðóïïû ñëîâ (ÿçûêà). Ïîêàçàíû íå
âñå ñòðåëêè. Ëþáàÿ ñòðåëêà èç ëþáîãî ñîñòîÿíèé ñ �íå òîé� áóêâîé áóäåò
âåñòè â íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå

ãäà áóäåò ðàáîòàòü ïðàâèëüíî. Íàïðèìåð, â òåêñòå �àáðóñüÿ� íå áóäåò íàé-
äåíî ñëîâî áðóñüÿ. Ïîýòîìó ñëåäóåò ïîñòóïèòü ïî àíàëîãèè ñ êîíå÷íûì
àâòîìàòîì äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ îäíîãî ñëîâà, ò.å. íàì íåîáõîäèìî ïðîâåñòè
îáðàòíûå ñòðåëêè â êàêèå-òî ðàçóìíûå âåðøèíû. Ýòî òàêèå âåðøèíû, äëÿ
êîòîðûõ ïðåôèêñ (ïóòü îò êîðíÿ äî âåðøèíû) ñîâïàäàåò ñ ñóôôèêñîì òîé
÷àñòè ñëîâà, êîòîðàÿ áûëà ïðèíÿòà äî ìîìåíòà íåóäà÷è.
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Ðèñ. 3.13: Àâòîìàò Àõî-Êîðàñèê. Îáðàòíûå ðåáðà (íåóäà÷è) îáîçíà÷åíû ñå-
ðûì. Ðåáðà, âåäóùèå â êîðåíü íå ïîêàçàíû.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàðèñîâàòü ñòðåëêè îáðàòíûõ ïåðåõîäîâ. Äëÿ ýòîãî ââå-
äåì ôóíêöèþ íåóäà÷. Ôóíêöèÿ íåóäà÷ � êóäà íàäî èäòè, åñëè èäòè íåêóäà,
ò.å. äëÿ êàæäîé âåðøèíû îïðåäåëåíî: f(v) : V → V . Ìåòêó ðåáðà, âåäóùåãî
â âåðøèíó v áóäåì îáîçíà÷àòü g(v). Äëÿ êàæäîé âåðøèíû (ñîñòîÿíèÿ) ìîæ-
íî îïðåäåëèòü åå óðîâåíü � ðàññòîÿíèå äî êîðíÿ. ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ íåóäà÷
äîëæíà èäòè â âåðøèíó ìåíüøåãî óðîâíÿ (äîãàäàéòåñü, ïî÷åìó?), íî äàëå-
êî íå âñåãäà äîëæíà èäòè â êîðåíü: level (f(v)) < level(v) åñëè level(v) > 0.
Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îáðàòíûõ ïåðåõîäîâ (ôóíêöèè íåóäà÷) îñíîâàí íà
ïðîñìîòðå âåðøèí ïî óðîâíÿì. ßñíî, ÷òî åñëè, íàõîäÿñü â êîðíå, ìû íå
ïðèìåì áóêâû (ýòî çíà÷èò, ÷òî íè îäíî èç ñëîâ ÿçûêà íà ýòó áóêâó íå íà÷è-
íàåòñÿ) òî ìû äîëæíû â êîðíå îñòàòüñÿ. Îòñþäà ïåðâîå ïðàâèëî: f(0) = 0.
Åñëè, ïðèíÿâ ïåðâóþ áóêâó êàêîãî-òî ñëîâà èç ÿçûêà ó íàñ íåò ïðîäîë-
æåíèÿ, òî ÿñíî, ÷òî íàäî âåðíóòüñÿ â êîðåíü (ñîáñòâåííûé ñóôôèêñ ñëîâà
äëèíû 1 ðàâåí 0). Îòñþäà âòîðîå ïðàâèëî: ∀v : level(v) = 1f(v) = 0. Åñëè
íà áîëåå âûñîêîì óðîâíå íàñ ïîñòèãëà íåóäà÷à, òî íàäî ïîñìîòðåòü, êóäà
ìû øëè â ñëó÷àå íåóäà÷è èç ïðåäûäóùåé âåðøèíû. Åñëè ìû øëè â êîðåíü,
òî èç òåêóùåé âåðøèíû ìû ìîæåì ïðèíÿòü áóêâó â êà÷åñòâå ïåðâîé áóê-
âû ñëîâà èç ÿçûêà (åñëè òàêîå ñëîâî åñòü). Ïîýòîìó ñëåäóþùåå ïðàâèëî:
if (f(vprev) = 0) èùåì òàêóþ âåðøèíó u, ÷òî u : level(u) = 1&g(u) = g(v).
Åñëè íàõîäèì, òî îïðåäåëÿåì f(v) = u, èíà÷å ó íàñ íåò ñëîâà, íà÷èíàþùåãî-
ñÿ ñ áóêâû g(v), ïîòîìó f(v) = 0. Åñëè æå ïðåäûäóùàÿ âåðøèíà óêàçûâàëà
â ñëó÷àå íåóäà÷è íà êàêóþ-òî äðóãóþ âåðøèíó w = f(vprev), òî íàäî ïðî-
âåðèòü, à íå ñîâïàäàþò ëè ìåòêè ðåáðà â òåêóùóþ âåðøèíó g(v) è ìåòêà
êàêîãî-ëèáî ðåáðà, èñõîäÿùåãî èç w (íå ñîâïàäàåò ëè ñóôôèêñ ïîäñëîâà ñ
ïðåôèêñîì äðóãîãî ñëîâà). Èíûìè ñëîâàìè if(f(vprev ̸= 0) èùåì âåðøèíó
u òàêóþ, ÷òî w = f(vprev);u : uprev = w&g(w) = g(v). Åñëè òàêàÿ âåð-
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øèíà íàøëàñü, òî f(v) = u. Èíà÷å ïðîáóåì íàéòè ñðåäè íà÷àë ñëîâ (ñì.
ïðåäûäóùåå ïðàâèëî). Èòàê àëãîðèòì:

1. f(0)=0;

2. for(level from 1){

3. for(v: v.level=level){

4. f(v)=0;

5. if(level >1){

6. w= f(v.prev);

7. if(w!=0){

8. for(u: u.prev=f(w)){

9. if(g(u)=g(v))

10. f(v)=u;

11. }

12. if(f(v)=0){

13. for(u: u.level=1){

14. if(g(v)=g(u))

15. f(v)=u;

16. }

17. }

18. }

19. }

20. }

21. }

Ïîÿñíåíèå. Ñòðîêà 1 îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ íåóäà÷ äëÿ êîðíÿ. Ñòðîêà 2
îïðåäåëÿåò öèêë ïî óðîâíÿì. Ñòðîêà 3: íàçíà÷àåì ôóíêöèþ íåóäà÷ 0, âïðî-
÷åì ïîòîì ìîæåì åå èçìåíèòü (ñòðîêè 9, 13). Ñòðîêè 4 è äàëåå îïèñûâàþò
ðàáîòó äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà óðîâåíü âåðøèí áîëüøå 1. Ñòðîêà 7 � ïðîâåð-
êà, óêàçûâàåò ëè ïðåäûäóùàÿ âåðøèíà êóäà-ëèáî. Ñòðîêà 8 � ïðîõîäèì ïî
âñåì ïîòîìêàì ýòîé âåðøèíû è ïðîâåðÿåì íå ñîâïàëè ëè ìåòêè (ñòðîêà 9).
Åñëè ìåòêè ñîâïàëè, òî îïðåäåëÿåì f (ñòðîêà 10). Åñëè äî ñèõ ïîð ôóíê-
öèÿ íåóäà÷ íå îïðåäåëèëàñü (ñòðîêà 12), òî ïûòàåìñÿ íà÷àòü íîâîå ñëîâî
(ñòðîêè 13, 14, 15).

Âàæíîå çàìå÷àíèå. ôóíêöèÿ íåóäà÷ ïîêàçûâàåò ñòðåëêè, íà êîòîðûõ
íå íàïèñàí ñèìâîë (ìåòêà). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè òàêîì ïåðåõîäå ñèìâîë íà
ñàìîì äåëå íå ñíèìàåòñÿ è ïîñëå ïåðåõîäà â íîâîå ñîñòîÿíèå ìû äîëæíû
åùå ðàç ñäåëàòü ïðîâåðêó ýòîãî ñèìâîëà. Èñêëþ÷åíèå ïðåäñòàâëÿþò òîëüêî
ïåðåõîäû íåóäà÷, èñõîäÿùèå èç êîðíÿ. Ïðè òàêèõ ïåðåõîäàõ ñèìâîë ñíèìà-
åòñÿ èç âõîäíîãî ïîòîêà è áîëåå íå ïðîâåðÿåòñÿ. Ïîýòîìó â àâòîìàòå Àõî-
Êîðàñèê åñòü òðè âèäà ïåðåõîäîâ (ñòðåëîê) - ñòðåëêè ñ ìåòêàìè, ñòðåëêè
áåç ìåòêè è áåç ñíÿòèÿ ñèìâîëà è ïåðåõîäû áåç ìåòêè, íî ñî ñíÿòèåì ñèì-
âîëà. Íà ñàìîì äåëå ïîñëåäíèé òèï ïåðåõîäà òîëüêî îäèí, è íà íåì ìîæíî
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ïîñòàâèòü ìåòêó - ëþáîé ñèìâîë, êðîìå òåõ, êîòîðûå ñòîÿò íà 'ïðàâèëüíûõ'
ñòðåëêàõ.

Àâòîìàò, ïîñòðîåííûé ïî àëãîðèòìó Àõî-Êîðàñèê (ðèñ.3.13), èìååò áî-
ëåå �ïðèÿòíûé� âèä, ÷åì àâòîìàò (3.12). Â íåì íåò �èçáûòî÷íûõ� ñîñòîÿíèé.
Òàêîé àâòîìàò íàçûâàþò åùå äåðåâîì Àõî-Êîðàñèê. Ïðîâåðèì ñ ïîìîùüþ
íàøåãî àâòîìàòà, ïðèíàäëåæèò ëè ñëîâî �àáðóñëàáðåê� ê ÿçûêó L'. Ïðîèë-
ëþñòðèðóåì øàãè ðàáîòû àâòîìàòà ñ ïîìîùüþ òàáëèöû. Ñîñòîÿíèÿì áóäåì
èíäåêñèðîâàòü ïðåôèêñàìè ñëîâ.

Àâòîìàò â ñîñòî-
ÿíèè

Íà âõîäå ñòðîêà Àâòîìàò ïåðåõî-
äèò â ñîñòîÿíèå

�� à �à�
�à� á �àá�
�àá� ð �àáð�
�àáð� ó �áðó�
�áðó� ñ �áðóñ�
�áðóñ� ë �ðóñë�
�ðóñë� à �ðóñëà�
�ðóñëà� á �àá�
�àá� ð �àáð�
�àáð� å �àáðå�
�àáðå� ê �àáðåê�

Àâòîìàò Àõî-Êîðàñèê èìååò øèðîêèé ñïåêòð ïðèìåíåíèé. Íàïðèìåð,
ïîèñê êîìïüþòåðíûõ âèðóñîâ ÷àñòî èñïîëüçóåò ýòîò àëãîðèòì. Âñÿ áàçà
äàííûõ âèðóñîâ ñîáèðàåòñÿ â àâòîìàò Àõî-Êîðàñèê, ïîñëå ÷åãî ýòîò àâòî-
ìàò ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ñêàíèðîâàíèÿ êîìïüþòåðà. Â áèîèíôîðìàòèêå òàêæå
÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ýòîò àâòîìàò äëÿ ïîèñêà ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ îáðàç-
öîâ. Èäåè, ëåæàùèå â îñíîâå àâòîìàòà Àõî-Êîðàñèê ìîæíî èñïîëüçîâàòü
òàêæå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà ÷àñòîò âñòðå÷àåìîñòè ìîòèâîâ.

3.6 Ïîèñê ìíîãèõ îáðàçöîâ â òåêñòå. Ïðåïðî-
öåññèíã òåêñòà

Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ìû ðàññìîòðåëè çàäà÷ó ïîèñêà ïîäñòðîêè â
äëèííîì òåêñòå. Ïðè ýòîì ïîäñòðîêà (â îáùåì ñëó÷àå îáðàçöû) çàðàíåå
ãîòîâèëèñü � ñòðîèëèñü ìàññèâû ñóôôèêñ-ïðåôèêñîâ, ñîçäàâàëèñü ðàçíîãî
ðîäà êîíå÷íûå àâòîìàòû. Ïðè ýòîì ïîäãîòîâëåííûé îáðàçåö ìîæíî ìíî-
ãîêðàòíî ïðèìåíÿòü äëÿ ïîèñêà â ðàçíûõ òåêñòàõ. Îäíàêî èíîãäà ïîëåçíî
ïðîâåñòè ïîäãîòîâêó òåêñòà, ÷òîáû ïîòîì ìîæíî áûëî ýòó ïîäãîòîâëåííóþ
ñòðóêòóðó èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîèñêà ðàçíûõ îáðàçöîâ. Íàïðèìåð, õîðîøî
áû ïîäãîòîâèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãåíîìà, ÷òîáû ïîòîì â íåì ýôôåêòèâ-
íî èñêàòü ðàçíîãî ðàäà îáðàçöû. Ðàññìîòðèì âñå òó æå îñíîâíóþ çàäà÷ó
ïîèñêà òî÷íîãî âõîæäåíèÿ ñòðîêè-îáðàçöà P â äëèííîì òåêñòå T .



80 Ãëàâà 3. ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÄËß ÑÒÐÎÊ

3.6.1 Ñóôôèêñíûå ìàññèâû

Îáðàçåö ïðèñóòñòâóåò â òåêñòå, åñëè è òîëüêî åñëè ñ íåãî íà÷èíàåòñÿ îäèí
èç ñóôôèêñîâ òåêñòà. Íàèâíûé àëãîðèòì ïîèñêà íà ñàìîì äåëå çàêëþ÷àëñÿ
â ïîñëåäîâàòåëüíîì ñðàâíåíèè îáðàçöà ñî âñåìè ñóôôèêñàìè � ïðèêëà-
äûâàíèå îáðàçöà ê òåêñòó â ïîçèöèè i ýêâèâàëåíòíî ñðàâíåíèþ îáðàçöà è
íà÷àëà ñóôôèêñà. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð òåêñò mississippi. ×òîáû â íåì
íàéòè ñëîâî, ñêàæåì sip, ìû ïðèêëàäûâàåì îáðàçåö ê íà÷àëàì ñóôôèêñîâ:

0 mississippi
1 ississippi
2 ssissippi
3 sissippi
4 issippi
5 ssippi
6 sippi
7 ippi
8 ppi
9 pi
10 i

Ïîèñê îáðàçöà â ýòîé èíòåðïðåòàöèè íàïîìèíàåò ïîèñê â ìàññèâå (íå ñîð-
òèðîâàííîì), ÷òî òðåáóåò âðåìåíè ïîðÿäêà T = O(n × t), ãäå t � ñðåäíåå
âðåìÿ îäíîãî ñðàâíåíèÿ. Ýòî âðåìÿ íå ïðåâûøàåò äëèíó îáðàçöà. Íî â íà-
÷àëå êíèãè ìû óçíàëè, ÷òî èñêàòü â ñîðòèðîâàííîì ìàññèâå ãîðàçäî ýô-
ôåêòèâíåå îáúåêò ìîæíî íàéòè çà ëîãàðèôìè÷åñêîå âðåìÿ. Îòñîðòèðóåì
ìàññèâ ñóôôèêñîâ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå:

10 i
7 ippi
4 issippi
1 ississippi
0 mississippi
9 pi
8 ppi
6 sippi
3 sissippi
5 ssippi
2 ssissippi

Â òàêîì ìàññèâå ìîæíî íàéòè îáðàçåö çà âðåìÿ ïîðÿäêà T = O(log n× t) ≤
O(log n × m), ÷òî íàìíîãî áûñòðåå. Çäåñü íàäî çàìåòèòü, ÷òî ñîâñåì íåò
íåîáõîäèìîñòè ðåàëüíî ïîìíèòü ñóôôèêñû â îòäåëüíîì ìàññèâå � âåäü ó
íàñ åñòü èñõîäíûé òåêñò. Ïîýòîìó â ìàññèâå äîñòàòî÷íî èìåòü ïîçèöèè ñóô-
ôèêñîâ. Õîòÿ ïîèñê ïðîèñõîäèò áûñòðî íàäî ïîòðàòèòü âðåìÿ íà ïîñòðîåíèå
ñóôôèêñíîãî ìàññèâà. Âðåìÿ ñîðòèðîâêè ìàññèâà ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó ïî-
ðÿäêà n × log n × tc, ãäå tc � ñðåäíåå âðåìÿ ñðàâíåíèÿ ñóôôèêñîâ (÷òîáû
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ïîíÿòü êòî áîëüøå). Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðîâåñòè ïîèñê îäíîãî îáðàçöà
â òåêñòå òðåáóåòñÿ âðåìÿ ïîðÿäêà T = O(n × log2 n × t × tc), ÷òî áîëüøå,
÷åì âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïîèñêà îáðàçöà àëãîðèòìîì Êíóòà-Ìîððèñà-
Ïðàòòà. Îäíàêî ïðè ìàññîâîì ïîèñêå ýòîò ìåòîä èìååò çíà÷èòåëüíîå ïðå-
èìóùåñòâî.

3.6.2 Ñóôôèêñíîå äåðåâî

Ïðè ïîèñêå â ñóôôèêñíîì ìàññèâå ìû òåì íå ìåíåå íåñêîëüêî ðàç ïðè-
êëàäûâàëè îáðàçåö ê ñóôôèêñàì. Îäíàêî, ïðè ïîèñêå ñëîâà, ñêàæåì, �sip�
ðàçóìíî áûëî áû íà÷èíàòü ñðàâíåíèå ïðÿìî ñ òîé ÷àñòè ìàññèâà, êîòîðûé
íà÷èíàåòñÿ ñ áóêâû 's', à ïðè ïîèñêå ñëîâà �miss� ðàçóìíî áûëî áû íà÷è-
íàòü ïîèñê â òîì ìåñòå ìàññèâà, ãäå ëåæàò ñëîâà, íà÷èíàþùèåñÿ ñ áóêâû
'm'. Â àëãîðèòìå Àõî-Êîðàñèê âñå ñëîâà áûëè îðãàíèçîâàíû â âèäå äåðå-
âà. Ñóôôèêñû òàêæå ìîæíî îðãàíèçîâàòü â âèäå äåðåâà. Îäíàêî, ÷òîáû â
äàëüíåéøåì íå áûëî ïóòàíèöû ââåäåì åùå ñèìâîë êîíöà ñòðîêè, íàïðèìåð
ñèìâîë $. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì òàêîå äåðåâî (ðèñ. 3.14).
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Ðèñ. 3.14: Ñóôôèêñíîå äåðåâî äëÿ ñëîâà mississippi

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ñóôôèêñíîãî äåðåâà:

• Ëèñòüåâ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî è ïîçèöèé â ñëîâå

• Íà ðåáðàõ îïðåäåëåíû ñòðîêè (ìåòêà ðåáðà)
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• Êàæäûé ïóòü îò êîðíÿ äî ëèñòà � ñóôôèêñ

• Íà ëèñòüÿõ óêàçàíû ïîçèöèè íà÷àë ñîîòâåòñòâóþùèõ ñóôôèêñîâ

• Ìîæíî ïîñòðîèòü òàêîå äåðåâî çà âðåìÿ T = O(n), ãäå n � äëèíà
ñëîâà

Ðàçáåðåìñÿ òåïåðü, êàê õðàíèòü ñóôôèêñíîå äåðåâî, èñïîëüçóÿ ëèíåéíóþ
ïàìÿòü. Äëÿ ýòîãî îñòàâèì â ñóôôèêñíîì äåðåâå òîëüêî âåðøèíû, èìåþ-
ùèå áîëåå îäíîãî ðåáåíêà. Âìåñòî ñòðîêè [ti · · · tj ] äëÿ ðåáðà áóäåì õðàíèòü
ññûëêó íà ñîîòâåòñòâóþùèé ñåãìåíò ñëîâà. Â îïèñàííîì âèäå ñóôôèêñíîå
äåðåâî íàçûâàåòñÿ ñæàòûì. Çàìåòèì, ÷òî, òàê êàê òåïåðü êàæäàÿ âíóò-
ðåííÿÿ âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ðàçâåòâëåíèÿ, îíà äîáàâëÿåò ê äåðåâó
êàê ìèíèìóì îäèí ëèñò. Ëèñòüåâ â ëþáîì ñóôôèêñíîì äåðåâå ñòîëüêî æå,
ñêîëüêî áóêâ â ñëîâå (ïóñòü n > 1), ïîýòîìó ÷èñëî âíóòðåííèõ âåðøèí â
ñæàòîì ñóôôèêñíîì äåðåâå âàðüèðóåò îò 1 äî n-1. Òàêèì îáðàçîì, âñåãî
âåðøèí è ðåáåð â ñæàòîì ñóôôèêñíîì äåðåâå áóäåò ëèíåéíîå çàâèñåòü îò
äëèíû è äåðåâî áóäåò çàíèìàòü ëèíåéíóþ ïàìÿòü.

3.6.3 Àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ñóôôèêñíîãî äåðåâà

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñóôôèêñ-
íîãî äåðåâà. Îäíàêî ýòîò àëãîðèòì ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âåñ òåêñò äîñòóïåí îä-
íîâðåìåííî. Îäíàêî äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé íàì íå õî÷åòñÿ àíàëèçèðîâàòü
ñðàçó âåñü òåêñò, à ñòðîèòü äåðåâî ïî ìåðå ÷òåíèÿ òåêñòà. Òàêèå àëãîðèòìû
íàçûâàþòñÿ on-line àëãîðèòìàìè. On-line ïîäõîä ïîñòðîåíèÿ ñóôôèêñíîãî
äåðåâà ñòðîèò äåðåâî ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ âñåõ ïðåôèêñîâ ñëîâà, ïîëó÷àÿ
â èòîãå ïîëíîå äåðåâî.

Ïðåæäå ÷åì îáðàòèòüñÿ ê îïèñàíèþ àëãîðèòìà, ââåäåì ïîíÿòèå íåÿâíîãî
ñóôôèêñíîãî äåðåâà. Íåÿâíîå ñóôôèêñíîå äåðåâî � ýòî ñóôôèêñíîå äåðåâî
äëÿ òåêñòà áåç çíàêà $ íà êîíöå. Íåêîòîðûå ñóôôèêñû â íåì çàêàí÷èâàþòñÿ
íà ðåáðàõ èëè âî âíóòðåííèõ âåðøèíàõ, è èõ íîìåð íèãäå íå õðàíèòñÿ. Â
òàêîì äåðåâå ëèñòüåâ, êàê ïðàâèëî, ìåíüøå, ÷åì ïîçèöèé â ñëîâå. Îáû÷íîå
ñóôôèêñíîå äåðåâî íàçûâàåòñÿ åùå ÿâíûì.

Åñòü ñëîâî T = t0t1 · · · tn. Ïîñòðîèì åãî ñóôôèêñíîå äåðåâî ñ ïîìîùüþ
on-line àëãîðèòìà. Áóäåì ñòðîèòü äåðåâüÿ ïî î÷åðåäè äëÿ âñåõ ïðåôèêñîâ
ñëîâà. Íà ïåðâîì øàãå ñòðîèì äåðåâî äëÿ ñëîâà, ñîñòîÿùåãî èç îäíîé áóê-
âû t0. Íà ñëåäóþùåì øàãå ïîëó÷àåì áóêâó t1, òåïåðü íàì íóæíî ñòðîèòü
äåðåâî äëÿ ñëîâà t0t1. Íå áóäåì ñòðîèòü çàíîâî, à äîñòðîèì óæå èìåþùå-
åñÿ äåðåâî. Âîò ïëàí ðàáîòû àëãîðèòìà íàä ñëîâîì t0t1 · · · tn (ðèñ.3.15):
0 Ñòðîèì ñóôôèêñíîå äåðåâî äëÿ t0
1 Ðàñøèðÿåì åãî äî äåðåâà äëÿ t1

· · ·
n-1 Ðàñøèðÿåì äåðåâî äëÿ t0t1 · · · tn−2 äî äåðåâà äëÿ

t0t1 · · · tn−1.
n Ðàñøèðÿåì äåðåâî äëÿ t0t1 · · · tn−1 äî äåðåâà äëÿ

t0t1 · · · tn (äåëàåì èç íåÿâíîãî äåðåâà ÿâíîå)
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Ðèñ. 3.15: Ïîñòðîåíèå ñóôôèêñíîãî äåðåâà ñëîâà �abca� ñ ïîìîùüþ on-line
àëãîðèòìà. Ïåðâûå ïÿòü äåðåâ ÿâëÿþòñÿ íåÿâíûìè, ïîñëåäíåå � ÿâíîå ñóô-
ôèêñíîå äåðåâî

Ðàññìîòðèì i-é ýòàï ðàáîòû àëãîðèòìà. Íà ýòîì ýòàïå ìû ïåðåñòðàèâàåì
íåÿâíîå äåðåâî äëÿ ïðåôèêñà ñòðîêè Ti = t0t1 · · · ti−1 â íåÿâíîå äåðåâî äëÿ
ïðåôèêñà Ti = t0t1 · · · ti−1. Ñ ýòîé öåëüþ äëÿ êàæäîãî j îò 0 äî i−1 íàõîäèì
â ñóôôèêñíîì äåðåâå êîíåö ñóôôèêñà tj · · · ti−1. Äàëåå ïðîäëÿåì åãî áóêâîé
ti, åñëè íåîáõîäèìî. Ïðè ýòîì äåéñòâóåì ïî îäíîìó èç ñëåäóþùèõ òðåõ
ïðàâèë:

1. Ïðàâèëî ïðîäëåíèÿ. Åñëè, ïðî÷èòàâ ñóôôèêñ tj · · · ti−1, ìû ïðèøëè â
ëèñò ñóôôèêñíîãî äåðåâà, óäëèíÿåì ðåáðî, âåäóùåå â ýòîò ëèñò, äî-
áàâëÿÿ ê ñòðîêå, çàïèñàííîé íà ðåáðå, íîâóþ áóêâó ti.

2. Ïðàâèëî îòâåòâëåíèÿ. Ïðî÷èòàâ ñóôôèêñ tj · · · ti−1, ìû ìîæåì îñòà-
íîâèòüñÿ íå íà ëèñòå, à â êàêîé-íèáóäü âíóòðåííåé âåðøèíå èëè äàæå
ïðÿìî íà ðåáðå. Òîãäà îïðåäåëÿåì íîâóþ �òî÷êó ðîñòà� è îïðåäåëÿåì
íà íåé íà÷àëî ñîîòâåòñòâóþùåãî ñóôôèêñà. Åñëè îñòàíîâèëèñü íà ðåá-
ðå, à ñëåäóþùàÿ áóêâà � íå ti, ïðèäåòñÿ ðàçáèòü ðåáðî íà äâå ÷àñòè.
Íîâàÿ âåðøèíà äîáàâëÿåòñÿ ïîñëå áóêâû ti−1. Îò ýòîé âåðøèíû áóäóò
îòõîäèòü äâà ðåáðà: îñòàòîê ñòàðîãî è íîâîå ðåáðî, íåñóùåå áóêâó ti.

3. Ïóñòîå ïðàâèëî. Åñëè, ïðî÷èòàâ ñóôôèêñ tj · · · ti−1, ìû âèäèì, ÷òî
äàëüøå óæå åñòü íóæíàÿ íàì áóêâà ti, íå ñîçäàåì íè÷åãî íîâîãî, êðîìå
òî÷êè ðîñòà.

Îöåíêà âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñóôôèêñíîãî äå-
ðåâà ñëîâà äëèíîé n on-line àëãîðèòì äîëæåí ïðîéòè n øàãîâ. Íà i-îì øàãå
ìû ïðîäëåâàåì i ñóôôèêñîâ (ê ïðèìåðó, íà âòîðîì øàãå ìû ïðîäëåâàåì äâà
ñóôôèêñà: t0t1 è t1). Ïðîäëåíèå êàæäîãî j-ãî ñóôôèêñà íà i-îì øàãå çàíè-
ìàåò O(i−j) îïåðàöèé. Äåéñòâèòåëüíî, ñ÷åò÷èê j íà êàæäîì øàãå ìåíÿåòñÿ
îò íóëÿ äî i. Ðàññìîòðèì îïÿòü âòîðîé øàã ðàáîòû àëãîðèòìà: íàì íóæíî
ïðîäëèòü ñëîâî äëèíîé 2 (i = 2) áóêâîé t1. Ñ÷åò÷èê j ñíà÷àëà ðàâåí íóëþ,
è ìû ïðîäëåâàåì ñóôôèêñ t0t1 (äëèíîé i − j), ýòî òàêæå çàéìåò O(i − j)
îïåðàöèé, ïîñêîëüêó ÷èòàåì ñóôôèêñ ïîáóêâåííî. Çàòåì j = 1, ïðîäëåâàåì
ñëîâî t1. Êîãäà i = j = 2, ïðîäëåâàåì ïóñòîå ñëîâî. Â èòîãå ïðîäëåíèå êàæ-
äîãî ñóôôèêñà íà i-îì øàãå ñòîèò O(i − j) îïåðàöèé, ãäå j äëÿ êàæäîãî i
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Ðèñ. 3.16: Ê àëãîðèòìó ïîñòðîåíèÿ ñóôôèêñíîãî äåðåâà. Ïðè ïðèõîäå íîâî-
ãî ñèìâîëà ìû ïðåæäå âñåãî ïðîäîëæàåì �òî÷êè ðîñòà�. Ïîòîì ïðîâåðÿåì,
íå ïðèâåëî ëè ïîÿâëåíèå íîâîãî ñèìâîëà ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ òî÷åê ðîñòà.
Òî÷êè ðîñòà îòìå÷åíû êâàäðàòèêàìè

ìåíÿåòñÿ îò 0 äî i. C ó÷åòîì ñêàçàííîãî ñîñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè
ðàáîòû àëãîðèòìà íàä ñëîâîì äëèíû n:

T (n) = O

 n∑
i=0

i∑
j=0

(i− j)

 = O(n3)

Ñóùåñòâóþò àëãîðèòìû, ôîðìèðóþùèå ñóôôèêñíîå äåðåâî ñëîâà äëèíîé n
çà ëèíåéíîå âðåìÿ O(n), íî îíè çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå êóáè÷åñêîãî àëãîðèò-
ìà. Îäèí èç íèõ ñòðîèòñÿ ìîäèôèêàöèåé îïèñàííîãî on-line ïîäõîäà, äðó-
ãîé (àëãîðèòì Ìàê-Êðåéòà) íà÷èíàåò ðàáîòó ñ ïóñòîãî äåðåâà è äîáàâëÿåò
ñóôôèêñû, íà÷èíàÿ ñ ñàìîãî äëèííîãî. Àëãîðèòì Ìàê-Êðåéòà íå ÿâëÿåòñÿ
on-line àëãîðèòìîì, ò.å. äëÿ åãî ðàáîòû íåîáõîäèìà âñÿ ñòðîêà öåëèêîì. Ìû
íå áóäåì îáñóæäàòü çäåñü ýòè àëãîðèòìû.

3.6.4 Ñðàâíåíèå ñóôôèêñíûõ äåðåâüåâ è ñóôôèêñíûõ
ìàññèâîâ

Ñóôôèêñíûå ìàññèâû ñ÷èòàþòñÿ áîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì õðàíåíèÿ òåêñòà,
÷åì ñóôôèêñíûå äåðåâüÿ. Äåéñòâèòåëüíî, àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñóôôèêñ-
íîãî ìàññèâà ãîðàçäî ïðîùå, ÷åì ëþáîé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñóôôèêñíîãî
äåðåâà.

Îãðîìíûé ïëþñ ñóôôèêñíûõ ìàññèâîâ � èõ ðàçìåð â ïàìÿòè îïðåäå-
ëÿåòñÿ òîëüêî ðàçìåðàìè òåêñòà T è íèêàê íå çàâèñèò îò åãî àëôàâèòà, â
îòëè÷èå îò ñóôôèêñíûõ äåðåâüåâ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âðåìÿ ïîñòðîåíèÿ
ìàññèâà õóæå, ÷åì äåðåâà, ñóôôèêñíîå äåðåâî òðåáóåò áîëüøîãî êîëè÷å-
ñòâà ïàìÿòè � T = O(|T | · |Σ|) , ãäå |Σ � ìîùíîñòü àëôàâèòà. Â íåêîòîðûõ
çàäà÷àõ î ïîèñêå ïîäñòðîê àëôàâèò î÷åíü âåëèê (íàïðèìåð, åñòåñòâåííûå
ÿçûêè ñ áîëüøèìè àëôàâèòàìè, ñðàâíåíèå èçîáðàæåíèé, ãäå àëôàâèò - âñå
âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ öâåòà ïèêñåëÿ) è èíîãäà ïàìÿòü, êîòîðóþ çàíèìàåò
ñóôôèêñíîå äåðåâî, äåëàåò åãî íåïðèåìëåìûì. Ñóôôèêñíûå ìàññèâû ãî-
ðàçäî áîëåå ðàöèîíàëüíî èñïîëüçóþò ïàìÿòü: äëÿ èõ õðàíåíèÿ äîñòàòî÷íî
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îäíîé ñòðîêè äëèíû |T | è 4 · |T | áàéòîâ äëÿ õðàíåíèÿ öåëûõ ÷èñåë ñóôôèêñ-
íîãî ìàññèâà. Ïðè ýòîì ïîèñê ïî ñóôôèêñíîìó ìàññèâó ðàáîòàåò ïî÷òè òàê
æå áûñòðî êàê ïîèñê ïî ñóôôèêñíîìó äåðåâó.

3.6.5 Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ñóôôèêñíûõ äåðåâüåâ

Ïîèñê ïîäñòðîêè. Çíàêîìàÿ íàì óæå çàäà÷à: ïîèñê ïîäñòðîê, ðàâíûõ
îáðàçöó P äëèíîém, â òåêñòå T äëèíîé n. Íåêîòîðûå óòî÷íåíèÿ: òåêñò ôèê-
ñèðîâàí, èùåì ìíîãî ðàçíûõ îáðàçöîâ, òåêñò äëèííåé îáðàçöà, â îáðàçöå íå
âñòðå÷àåòñÿ çíàê êîíöà ñòðîêè '$'. Â òàêîì âèäå çàäà÷à ïîèñêà âûãîäíåå
âñåãî ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñóôôèêñíûõ äåðåâüåâ, ïðè óñëîâèè äîñòàòî÷íî-
ãî îáúåìà ïàìÿòè (èíà÷å ëó÷øå çàäåéñòâîâàòü ñóôôèêñíûå ìàññèâû, ñì.
íèæå).

Ïðèìåðû çàäà÷è: ïîèñê ðàçíûõ ôðàíöóçñêèõ ñëîâ â òåêñòå �Âîéíû è
ìèðà� Ë.Í. Òîëñòîãî; áèîèíôîðìàòè÷åñêèé ïðèìåð � ïîèñê ðåãóëÿòîðíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â ýóêàðèîòè÷åñêîì ãåíîìå. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïî-
ñòðîèì ñóôôèêñíîå äåðåâî äëÿ òåêñòà T . Áóäåì ÷èòàòü ïàòòåðí âäîëü äå-
ðåâà îò êîðíÿ. Åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò íå ñìîæåì ïðî÷èòàòü ñëåäóþùóþ
áóêâó ïàòòåðíà, çíà÷èò, â òåêñòå T íè ðàçó íå âñòðå÷àåòñÿ ñòðîêà, ðàâíàÿ
P . Äîïóñòèì, ÷òî òàêàÿ ñòðîêà ñ òåêñòå âñå-òàêè åñòü, òîãäà, ïðî÷èòàâ ýòó
ñòðîêó, ìû ïðèõîäèì ëèáî âî âíóòðåííþþ âåðøèíó v, ëèáî îñòàíàâëèâàåìñÿ
íà ðåáðå (ïðèéòè â ëèñò ìû íå ìîæåì, ïîñêîëüêó â ïàòòåðíå íå âñòðå÷àåòñÿ
çíàêà '$'). Åñëè îñòàíîâèëèñü íà ðåáðå, ïðîõîäèì äî áëèæàéøåé âåðøè-
íû v âíèç ïî äåðåâó. Äàëåå ÷èòàåì ÷èñëà íà ëèñòüÿõ ïîòîìêîâ âåðøèíû .
Ýòè ÷èñëà � íîìåðà ñóôôèêñîâ, íà÷èíàþùèõñÿ ñ ïîäñòðîêè P , à çíà÷èò,
èíäåêñû âõîæäåíèé P â òåêñò T .

Òàêîé ïîèñê çàíèìàåò ïðèáëèçèòåëüíî T = O(m) îïåðàöèé. Òî÷íî îöå-
íèâàÿ, çàìåòèì, ÷òî, ïðî÷èòàâ âñå áóêâû ïàòòåðíà ïî äåðåâó çà O(m) îïå-
ðàöèé, íóæíî åùå äîéòè äî áëèæàéøåé âåðøèíû, à ïîòîì óçíàòü ó åå ïî-
òîìêîâ íîìåðà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñóôôèêñîâ. Ïîýòîìó áîëå òî÷íàÿ îöåíêà
âðåìåíè ðàáîòû ïîèñêà ãîâîðèò î O(m+ l), ãäå l � ÷èñëî ëèñòüåâ ó âåðøè-
íû v. Ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî ïîèñêà ìû íàõîäèì ïîçèöèè âñåõ âõîæäåíèé
ïàòòåðíà P â òåêñò T . Áûñòðåå ðàáîòàåò àëãîðèòì, êîòîðûé èùåò òîëüêî
ïåðâîå âõîæäåíèå ñëîâà â òåêñò. Åñëè êàæäàÿ âåðøèíà ñóôôèêñíîãî äåðå-
âà �çíàåò� ÷èñëî, õðàíÿùååñÿ â åå áëèæàéøåì ðåáåíêå, äîéäÿ äî âåðøèíû
v ïî ïðî÷òåíèè ñëîâà P , ìû óçíàåì èíäåêñ ïåðâîãî âõîæäåíèÿ P â òåêñò
T . Ýòîãî ÷àñòî äîñòàòî÷íî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (îñîáåííî åñëè ìû õîòèì
ïðîñòî çíàòü, åñòü èëè íåò â íåêîì òåêñòå íåêîå ñëîâî). Àëãîðèòì ïîèñêà
ïåðâîãî âõîæäåíèÿ ðàáîòàåò â òî÷íîñòè çà O(m).

Ïîèñê ïîâòîðîâ. Ëþáàÿ âíóòðåííÿÿ âåðøèíà ñóôôèêñíîãî äåðåâà ñîîò-
âåòñòâóåò ïîâòîðàì. Ïîçèöèè íà âñåõ ëèñòüÿõ-ïîòîìêàõ ýòîé âåðøèíû åñòü
òî÷íûå ïîâòîðû.
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Ïîèñê íàèáîëüøåãî îáùåãî ïîäñëîâà íåñêîëüêèõ ñëîâ. Êðîìå çà-
äà÷è î ïîèñêå îáðàçöà â ôèêñèðîâàííîé ñòðîêå, ñóôôèêñíûå äåðåâüÿ ïîìî-
ãàþò ðåøàòü çàäà÷ó î ïîèñêå ìàêñèìàëüíîãî îáùåãî ïîäñëîâà. Ïóñòü ó íàñ
åñòü äâà ñëîâà, ê ïðèìåðó, íóêëåîòèäíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè T1=�atgcat�
è T2=�ttatgc�. Íàéäåì èõ ìàêñèìàëüíóþ îáùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Íàèâíûé àëãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ ïðèìåðíî â ñëåäóþùåì: ïåðåáèðàåì âñå
ïîäñëîâà ïåðâîãî ñëîâà è êàæäûé ðàç èùåì èõ âî âòîðîì ñëîâå, ê ïðèìåðó,
ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Êíóòà-Ìîððèñà-Ïðàòòà. Òàêîé àëãîðèòì ðàáîòàåò çà
O(n4 îïåðàöèé, ãäå n � äëèíà áîëüøåãî ñëîâà. Ñ ó÷åòîì áîëüøîé äëèíû
ðåàëüíûõ íóêëåîòèäíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàèâíûé àëãîðèòì ðàáîòàåò
î÷åíü ìåäëåííî. Ðåøåíèå òîé æå çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ñóôôèêñíûõ äåðåâüåâ.
Äëÿ íà÷àëà íåîáõîäèìî îáúåäèíèòü ñëîâà, â êîòîðûõ èùåì îáùåå ïîäñëîâî,
âìåñòå, è ïîñòðîèòü äëÿ íîâîãî ñëîâà ñóôôèêñíîå äåðåâî.

Îáúåäèíÿåì: �atgcat� + �ttatgc� = �atgcat*ttatgc�, ïîëó÷àåì ñëîâî
âèäà T1 ∗ T2 . ×òîáû èçáåæàòü õèìåð ìîæíî âñòàâèòü ìåæäó ñëîâàìè T1 è
T2 äîïîëíèòåëüíûé íåçíà÷àùèé ñèìâîë, èíîé ÷åì $ ( ê ïðèìåðó, *). Òåïåðü
íàì íàäî â ýòîì îáúåäèíåííîì ñëîâå íàéòè ïîâòîð, ïðè÷åì òàêîé, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò êàê â ïåðâîì, òàê è âî âòîðîì ñëîâå. Ñòðîèì ñóôôèêñíîå äåðåâî
(ðèñ.3.17), ïðè ýòîì îòìå÷àåì âåðøèíû, ó êîòîðûõ åñòü ïîòîìêè êàê èç T1

òàê è èç T2.
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Ðèñ. 3.17: Ïîèñê îáùåãî ñëîâà. Äëèííûå ñóôôèêñû îòìå÷åíû ñåðûì

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: äëèííûìè ñóôôèêñàìè áóäåì íàçûâàòü òå, ÷òî íà-
÷èíàþòñÿ â ñëîâå T1 (ñóôôèêñû ñ íóëåâîãî ïî ïÿòûé), êîðîòêèìè � òå,
÷òî íà÷èíàþòñÿ â ñëîâå T2 (ñóôôèêñû ñ øåñòîãî ïî îäèííàäöàòûé). Äëÿ
êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíû äåðåâà âûÿñíèì, åñòü ëè ó íåå ïîòîìêè, îòíî-
ñÿùèåñÿ îäíîâðåìåííî ê êîðîòêîìó è äëèííîìó ñóôôèêñàì. Åñëè âåðøèíà
óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ (íàçîâåì òàêèå âåðøèíû ÄÊ è âûäåëèì íà
ðèñóíêå ñåðûì), çíà÷èò, ñòðîêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé âåðøèíå (ñòðîêà,
íàïèñàííàÿ íà ðåáðàõ îò êîðíÿ äåðåâà äî ýòîé âåðøèíû), âñòðå÷àåòñÿ â
ñëîâå êàê ìèíèìóì â äâóõ ìåñòàõ, íà÷èíàÿñü â T1 è â T2. Ñàìàÿ äàëåêàÿ îò
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êîðíÿ ÄÊ-âåðøèíà îïðåäåëèò èñêîìîå ìàêñèìàëüíîå ïîäñëîâî (âûäåëåíî
÷åðíûì öâåòîì íà ðèñóíêå). Íà ðèñóíêå âñå âíóòðåííèå âåðøèíû ïîäïè-
ñàíû ñ ó÷åòîì èõ óðîâíÿ. Ñàìûå ãëóáîêèå ÄÊ-âåðøèíû èìåþò óðîâåíü 2,
òàêèõ âåðøèí òðè øòóêè. Òàê êàê íàì íóæíî íàéòè ìàêñèìàëüíóþ îáùóþ
ïîäñòðîêó, âûáèðàåì âåðøèíó, â êîòîðóþ âåäóò ðåáðà ñ ìàêñèìàëüíîé ïî
äëèíå ñòðîêîé. Òàêàÿ ñòðîêà è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è, â íàøåì ñëó÷àå
ýòî ñòðîêà �atgc�. Àëãîðèòì ðàáîòàåò çà O(|T1|+ T2|) � çà ëèíåéíîå âðåìÿ.
Ñîãëàñèòåñü, ýòî ëó÷øå, ÷åì òåòðè÷íîå âðåìÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî îáùåå ïîäñëî-
âî ìîæíî èñêàòü íå òîëüêî â äâóõ, íî è â áîëüøåì êîëè÷åñòâå ñëîâ. Äëÿ
òðåõ ñëîâ ïðèäåòñÿ ââîäèòü, êðîìå äëèííûõ è êîðîòêèõ, åùå è �ñðåäíèå�
ñóôôèêñû, íà÷èíàþùèåñÿ âî âòîðîì ñëîâå.

3.7 Ñëîæíîñòü òåêñòà

Âû âñåãäà ëåãêî çàïîìèíàåòå òåëåôîííûå íîìåðà ñâîèõ äðóçåé? Ïîñïîðèì,
÷òî åñòü òàêèå íîìåðà, ÷òî, óâèäåâ, çàïîìíèòå ñðàçó, à åñòü òàêèå, ÷òî âñå-
ãäà ïðèõîäèòñÿ çàïèñûâàòü. Ñëîæíîñòü çäåñü çàêëþ÷àåòñÿ íå îáÿçàòåëüíî
â âàøåé ïàìÿòè. Òåëåôîííûå íîìåðà � ýòî òåêñòû. Âñå òåêñòû ðàçíûå:
åñòü �Âîéíà è ìèð�, à åñòü ãåíîì E.coli; òåëåôîííûå íîìåðà � òîæå ðàçíûå.
Êàê îöåíèòü ñëîæíîñòü òåêñòà? Âîò, ê ïðèìåðó, äâà ïðèìåðà íóêëåîòèäíûõ
òåêñòîâ:

aaaaaaaaaaaatttttttt

atatatatatatat

Îáà òåêñòà ïðîñòûå, ïîòîìó ÷òî èõ ïðîñòî îïèñàòü. Âìåñòî ïåðâîãî òåêñòà
ìîæíî ñêàçàòü: �12 ðàç a, 8 ðàç t�. Âòîðîé òåêñò åùå ïðîùå � �7 ðàç at�. À
ïîïðîáóéòå îïèñàòü òàêîé òåêñò:

cactgaaactgttgtactta

Ïî äëèíå îí òàêîé æ êàê ïåðâûé, íî ãîðàçäî ñëîæíåå. Òàêîé òåêñò ïðîùå
ïðî÷èòàòü (íàçâàòü âñå áóêâû), ÷åì êàê-òî îïèñûâàòü.

Â 1960-õ ãîäàõ ðóññêèé ìàòåìàòèê À.Í.Êîëìîãîðîâ ïîñòàâèë âîïðîñ:
�Êàêîâà âíóòðåííÿÿ ñëîæíîñòü îïèñàíèÿ ñòðîêè äâîè÷íûõ ñèìâîëîâ?�. Èç
îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ñåãîäíÿ ìû ñ âàìè çíàåì, ÷òî ñëîæíîñòü òåêñòà ýòî �
äëèíà ñàìîé êîðîòêîé ïðîãðàììû, êîòîðàÿ ãåíåðèðóåò äàííûé òåêñò. Òàêàÿ
äëèíà íàçûâàåòñÿ ñëîæíîñòüþ òåêñòà ïî Êîëìîãîðîâó è îáîçíà÷àåòñÿ K(s),
ãäå s � òåêñò (ñòðîêà).

Ââåäåì íåêîòîðûå ôîðìàëüíûå ïîíÿòèÿ. Âî-ïåðâûõ, áóäåì äëÿ ïðîñòî-
òû ðàññìàòðèâàòü äâîè÷íûé àëôàâèò 0,1. Ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ íàä ýòèì
àëôàâèòîì îáîçíà÷èì Σ = {0, 1}∗. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî E = {x, y} ïàð
ñëîâ òàêîå,÷òî:

1. åñëè (x, y1) ∈ E è (x, y2) ∈ E, òî y1 = y2

2. Ñóùåñòâóåò ïðîãðàììà Π òàêàÿ, ÷òî ∀(x, y) ∈ E : Π(x) = y
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Òàêîå ìíîæåñòâî è ïðîãðàììà íàçûâàþòñÿ ñèñòåìîé îïèñàíèÿ òåêñòà. Íà
ñàìîì äåëå äîñòàòî÷íî îäíîé ïðîãðàììû è åå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Âî-ïåðâûõ, ýòî ïîõîæå íà àðõèâèðîâàíèå-ðàçàðõèâèðîâàíèå. Çäåñü x �
àðõèâ, y � ðàçàðõèâèðîâàííûé ôàéë, à ïðîãðàììà Π � ðàçàðõèâàòîð. Î÷å-
âèäíî, ÷òî äàëåêî íå ëþáîé ôàéë ÿâëÿåòñÿ àðõèâîì ÷åãî-ëèáî (çäåñü è ïîÿâ-
ëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïðîãðàììû). Âî-âòîðûõ, çäåñü
íåò âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè � ðàçíûì x ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäèí y. À
ðàç òàê, òîò ìîæíî ïîñòàâèòü âîïðîñ î íàèáîëåå êîðîòêîì îïèñàíèè ñòðîêè.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñëîæíîñòüþ KΠ(y) òåêñòà y îòíîñèòåëüíî ïðîãðàììû
Π íàçûâàåòñÿ ìèíèìóì:

KΠ(y) = min
x

(Π(x) = y)

Ñèñòåìû îïèñàíèÿ òåêñòà ìîæíî ñðàâíèâàòü. Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà Π1

íå õóæå ñèñòåìû Π2, åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C, íå çàâèñÿùàÿ îò ñëîâà
x òàêàÿ, ÷òî

∀x : KΠ1(x) ≤ KΠ1(x) + C

Åñëè åñòü äâå ñèñòåìû îïèñàíèÿ Π1 è Π2, òî ìîæåò áûòü íà îäíèõ ñëî-
âàõ ïåðâàÿ ñèñòåìà áîëåå ýôôåêòèâíà, à íà äðóãèõ � âòîðàÿ ïîðîæäàåò
áîëåå êîðîòêèå îïèñàíèÿ. Åñòü òåîðåìà,÷òî åñëè åñòü äâå ñèñòåìû îïèñà-
íèÿ, òî ìîæíî ïîñòðîèòü òðåòüþ, êîòîðàÿ áóäåò íå õóæå äâóõ èñõîäíûõ.
Çäåñü íåëüçÿ çàáûâàòü î êîíñòàíòå! Çà êàæäûé ïåðåõîä íà íîâóþ ñèñòåìó
îïèñàíèÿ íàäî ïëàòèòü äîáàâëåíèåì êîíñòàíòû â ðàçìåð îïèñàòåëÿ. Òåì íå
ìåíåå, ìîæíî ïîñòàâèòü âîïðîñ îá îïèñàòåëå (ïðîãðàììå), êîòîðûé áûë áû
íå õóæå âñåõ îñòàëüíûõ è î ðàçìåðå îïèñàíèÿ òåêñòà ñ òî÷êè çðåíèÿ ýòîãî
îïèñàòåëÿ.

Ëþáàÿ ïðîãðàììà èìååò êîíå÷íûé ðàçìåð. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî ïðî-
ãðàìì ñ÷åòíî, à çíà÷èò èõ ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü. Åñëè çàäàí òåêñò, î ìîæíî
ïîïðîáîâàòü îïèñàòü îïòèìàëüíûì ñïîñîáîì âñåìè ïðîãðàììàìè, è â íà÷à-
ëî îïèñàíèÿ ïîñòàâèòü íîìåð ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîãðàììû. Òàêèì îáðàçîì
ìîæíî ïîñòðîèòü óíèâåðñàëüíûé îïèñàòåëü.

Îïðåäåëåíèå 5. Ñëîæíîñòüþ ïî Êîëìîãîðîâó íàçûâàåòñÿ äëèíà ñàìî-
ãî êîðîòêîãî îïèñàíèÿ òåêñòà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî óíèâåðñàëüíîãî
îïèñàòåëÿ.

Ñâîéñòâà ñëîæíîñòè ïî Êîëìîãîðîâó.

Ñâîéñòâî 1. Ñëîæíîñòü ïî Êîëìîãîðîâó íå âû÷èñëèìà, ò. å. íå ñóùå-
ñòâóåò àëãîðèòìà, êîòîðûé ãëÿäÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çà êîíå÷íîå
âðåìÿ âû÷èñëèò åãî ñëîæíîñòü.

Ñâîéñòâî 2. Êîëè÷åñòâî ñëîâ W ñëîæíîñòè K ìîæåò áûòü îöåíåíà
êàê:

2K−C ≤W ≤ 2K+1
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Ñëó÷àéíûé òåêñò ïî Êîëìîãîðîâó � òåêñò, ëþáîå îïèñàíèå êîòîðîãî íå
êîðî÷å ñàìîãî òåêñòà.

Êîíå÷íî, ýòà õàðàêòåðèñòèêà îòíîñèòñÿ ê ëþáûì òåêñòàì, à íå òîëüêî ê
äâîè÷íûì. Óäîáíî îòíîñèòü åå ê íóêëåîòèäíûì òåêñòàì. Çàìåòèì, ÷òî áîëü-
øèíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îòíîñÿùèõñÿ ê ñòðóêòóðíûì ãåíàì, èìåþò
âûñîêóþ ñëîæíîñòü, òîãäà êàê íåêîäèðóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñàòåë-
ëèòíûå, íàïðèìåð, öåíòðîìåðíûå è òåëîìåðíûå ó÷àñòêè) ìîãóò íà ìíîãèå
êèëîáàçû ñîñòîÿòü èç ïîâòîðîâ êîðîòêîãî îëèãîíóêëåîòèäà.

Ðàçëè÷íûå àðõèâàòîðû äàííûõ ðàáîòàþò êàê ðàç îïèñûâàÿ òåêñò âíóòðè
àðõèâèðóåìîãî ôàéëà ïîäîáíîé ïðîãðàììîé. Fasta-ôàéëû áûñòðî ïàêóþòñÿ
ëþáûì àðõèâàòîðîì, ïîñêîëüêó â äëèííûõ òåêñòàõ íàä ìàëåíüêèì àëôà-
âèòîì âñåãäà ìíîãî ïîâòîðîâ. Êñòàòè, çíàåòå, ÷åì îòëè÷àåòñÿ íàïèñàííûé
÷åëîâåêîì �ñëó÷àéíûé� íóêëåîòèäíûé òåêñò îò ñîçäàííîãî ïðèðîäîé? Â ðó-
êîòâîðíîì òåêñòå ïî÷òè íèêîãäà íåò äëèííûõ ïîâòîðîâ âèäà tttttttttttt,
ïîñêîëüêó ÷åëîâåêó ïîäñîçíàòåëüíî êàæåòñÿ, ÷òî íàëè÷èå òàêèõ ïîâòîðîâ
ãîâîðèò î íåñëó÷àéíîñòè òåêñòà.

Ïðèìåð ïðîãðàììû-îïèñàòåëÿ. Â íåå ìîãóò âõîäèòü äâà âèäà ýëåìåíòàð-
íûõ êîìàíä, à èìåííî:

Äîáàâèòü ñèìâîë â êîíåö òåêñòà

Ñêîïèðîâàòü áëîê òåêñòà èç óæå ñãåíåðèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ñãåíåðèðóåì ñ ïîìîùü ýòèõ êîìàíä ïåðâûé òåêñò (ïóñòü íóìåðàöèÿ â ñòðîêå
íà÷èíàåòñÿ ñ åäèíèöû):

add a

copy 1 ñèìâîëà ñ ïîçèöèè 1

copy 2 ñèìâîëà, íà÷èíàÿ ñ ïîçèöèè 1

copy 4 ñèìâîëà, íà÷èíàÿ ñ ïîçèöèè 1

copy 4 ñèìâîëà, íà÷èíàÿ ñ ïîçèöèè 1

add t

copy 1 ñèìâîë ñ ïîçèöèè 13

copy 2 ñèìâîëà íà÷èíàÿ ñ ïîçèöèè 13

copy 3 ñèìâîëà íà÷èíàÿ ñ ïîçèöèè 13

Íà âûõîäå aaaaaaaaaaaatttttttt.
Ôðàãìåíòû íèçêîé ñëîæíîñòè ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â íóêëåîòèäíûõ è àìè-

íîêèñëîòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ. Ïîýòîìó ïðè ïîèñêå ñõîäñòâà, ñêàæåì
ïðîãðàììîé BLAST, íàõîäêè äîñòàòî÷íî ïðîòÿæåííûõ ôðàãìåíòîâ íèç-
êîé ñëîæíîñòè çà÷àñòóþ çàíèìàåò âåðõíèå ñòðîêè âûäà÷è, çàòåíÿÿ ñîáîé
áèîëîãè÷åñêè-çíà÷èìûå ðåçóëüòàòû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü íåðåëåâàíò-
íûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðîãðàììà BLAST èìååò âñòðîåííûé ìîäóëü ïîäàâëåíèÿ
ôðàãìåíòîâ íèçêîé ñëîæíîñòè (îíè çàìåíÿþòñÿ íà áóêâó x). Ïîýòîìó Âû
íèêîãäà íå íàéäåòå ãîìîëîãîâ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

Âïðî÷åì, ýòó îïöèþ ìîæíî îòêëþ÷èòü.
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3.8 Ñæàòèå èíôîðìàöèè ïî Ëåìïåëþ-Çèâó

Àëãîðèòì Ëåìïåëÿ-Çèâà � ýòî óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì ñæàòèÿ äàííûõ
áåç ïîòåðü. Àëãîðèòì îñíîâàí íà ïîèñêå è êîäèðîâàíèè ïîâòîðîâ â òåêñòå.
Îáùàÿ èäåÿ àëãîðèòìà: åñëè â óæå ïðî÷èòàííîì ñëîâå óæå âñòðå÷àëàñü ïî-
äîáíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ, ïðè÷åì çàïèñü î åå äëèíå è ñìåùåíèè
îò òåêóùåé ïîçèöèè êîðî÷å ÷åì ñàìà ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî â âûõîä-
íîé ôàéë çàïèñûâàåòñÿ ññûëêà (ñìåùåíèå, äëèíà), à íå ñàìà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü. Ê ïðèìåðó, ñòðîêó �ÊÎËÎÊÎË_ÎÊÎËÎ_ÊÎËÎÊÎËÜÍÈ� êîðî÷å çàïèñûâàåò-
ñÿ â ïàìÿòè êîìïüþòåðà òàê: �ÊÎËÎ�(-4,3)�_�(-5,4)�Î_�(-14,7)�ÜÍÈ�.

Äëÿ ñæàòèÿ äàííûõ òåêñòà T äëèíîé n ñòðîèòñÿ ñóôôèêñíîå äåðåâî
(âðåìÿ ïîñòðîåíèÿ O(n)). ×òî òàêîå ïîâòîð â ñóôôèêñíîì äåðåâå? Åñëè
ðåáðî l âåäåò â âåðøèíó, ðàçâåòâëÿþùóþñÿ íà äâà ðåáðà, ñòðîêà, çàïèñàííàÿ
íà ðåáðå l, âñòðå÷àåòñÿ â ñëîâå äâà ðàçà, åñëè â òðè ðåáðà � òðè ðàçà è ò.ï. Â

 

g 

c 

g 
c c 

g 
c 

$ 

$ $ 

$ 

Ðèñ. 3.18: Ñóôôèêñíîå äåðåâî

èçîáðàæåííîì íà ðèñ.3.18 ñóôôèêñíîì äåðåâå äëÿ ñëîâà �gcgc� ðåáðî �gc�
âåäåò â âåðøèíó ðàçâåòâëåíèÿ íà äâà ïîòîìêà. Ïîäñëîâî gc âñòðå÷àåòñÿ â
ñëîâå �gcgc� äâà ðàçà. Òî æå ìîæíî ñêàçàòü è î ïîäñëîâå �ñ�.

Àëãîðèòì Ëåìïåëÿ-Çèâà èñïîëüçóåò on-line ïîäõîä, îí ÷èòàåò è êîäèðóåò
òåêñò ÷àñòÿìè. Äëÿ íà÷àëà ñòðîèòñÿ ñóôôèêñíîå äåðåâî ÷àñòè ñëîâà. Çà-
òåì ñëåäóþùàÿ ïîðöèÿ òåêñòà êàê áû �ïðîòàñêèâàåòñÿ� ÷åðåç ñóùåñòâóþùåå
ñóôôèêñíîå äåðåâî � ïðîöåññ, ñõîäíûé ñ ïðîäëåíèåì âåòâåé ïðè ïîñòðîå-
íèè ñóôôèêñíîãî äåðåâà. Ïóñòü óæå óïàêîâàíî i − 1 ñèìâîëîâ. Íàì íàäî
âû÷èñëèòü ñëåäóþùóþ êîìàíäó (ïîçèöèÿ, ñäâèã) èëè ñãåíåðèðîâàòü ñëåäó-
þùóþ áóêâó. Áåðåì ñóôôèêñ S(i, n) è ïðîïóñêàåì åãî ÷åðåç ñóùåñòâóþùåå
äåðåâî (êàê ïðè ïîèñêå ñëîâ). Ëèáî íàõîäèì íà ðåáðàõ äåðåâà ìàêñèìàëüíîå
ñëîâî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì S(i, n), è òîãäà ñòàâèì êîìàíäó ñêîïèðî-
âàòü ýòî ñëîâî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãåíåðèðóåì íîâóþ áóêâó. Cóôôèêñíîå
äåðåâî ìîæíî ãåíåðèðîâàòü îäíîâðåìåííî ñ ïîèñêîì.

Ðàñïðîñòðàíåííûé ìåòîä ñæàòèÿ RLE (Run Length Encoding), êîòîðûé
çàêëþ÷àåòñÿ â çàïèñè âìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäèíàêîâûõ ñèìâîëîâ îä-
íîãî ñèìâîëà è èõ êîëè÷åñòâà, ÿâëÿåòñÿ ïîäêëàññîì äàííîãî àëãîðèòìà.
Ñëîâî �AAAAAAA� áóäåò çàêîäèðîâàíî RLE â âèäå (A,7), à àëãîðèòìîì Ëåìïåëÿ-
Çèâà â âèäå �A�(-1,6). Àëãîðèòì RLE ìåíåå óíèâåðñàëåí ïî ñðàâíåíèþ ñ
àëãîðèòìîì Ëåìïåëÿ-Çèâà, îí ìîæåò ñæàòü íå ëþáîé òåêñò.



Ãëàâà 4

Àëãîðèòìû äëÿ ãðàôîâ

Îïðåäåëåíèå 1. Ãðàôîì íàçûâàåòñÿ ïàðà ìíîæåñòâ G = {V,E} è îòîá-
ðàæåíèå g : V ⊗ V → {E, null}. V íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì âåðøèí ãðà-
ôà, à E � ìíîæåñòâîì ðåáåð ãðàôà. Åñëè îòîáðàæåíèå g êîììóòàòèâíî
(g(v1, v2) = g(v2, v1)), òî ãðàô íàçûâàåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûì, èíà÷å ãðàô
îðèåíòèðîâàííûé. Çàìåòèì, ÷òî îáû÷íî ôóíêöèÿ g îáëàäàåò ñâîéñòâîì
g(v, v) = null, ò.å. íåò ðåáåð èç âåðøèíó â ñåáÿ æå. Èíà÷å ìû èìååì äåëî
ñ ïñåâäîãðàôîì. Ãðàô G′ = {V ′, E′} íàçûâàåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà G, åñëè
V ′ ⊂ V è E′ ⊂ E .

Çäåñü ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîíå÷íûå ãðàôû, ò.å. òàêèå ãðà-
ôû, â êîòîðûõ ìíîæåñòâî âåðøèí (è ðåáåð) êîíå÷íî. Íèæå ïðèâåäåíû åùå
íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò ïîíàäîáèòüñÿ.

ïóòü (öåïü) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí, êîòîðîé êàæäàÿ âåðøèíà, êðîìå
ïîñëåäíåé, ñîåäèíåíà ñ ïðåäûäóùåé âåðøèíîé ðåáðîì.

öèêë ïóòü, â êîòîðîì ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ âåðøèíû ñîâïàäàþ.

ïðîñòîé ïóòü ïóòü, ðåáðà â êîòîðîì íå ïîâòîðÿþòñÿ.

ýëåìåíòàðíûé ïóòü ïðîñòîé ïóòü, âåðøèíû â êîòîðîì íå ïîâòîðÿþòñÿ.

àöèêëè÷åñêèé ãðàô ãðàô, íå ñîäåðæàùèé öèêëîâ.

âçâåøåííûé ãðàô ãðàô, íà ðåáðàõ êîòîðîãî îïðåäåëåíû âåñà.

ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ïîäãðàô G′ äàííîãî ãðàôà, òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ
âåðøèí v1, v2 ∈ G′ åñòü ïóòü èç v1 → v2, à ìåæäó ëþáîé âåðøèíîé
v3 ∈ G′ è ëþáîé âåðøèíîé v4 /∈ G′ ïóòè íåò.

ñâÿçíûé ãðàô ãðàô, â êîòîðîì äëÿ ëþáûõ âåðøèí v1, v2 åñòü ïóòü èç v1
â v2. Ñâÿçíûé ãðàô èìååò îäíó ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó.

ñèëüíî ñâÿçíûé ãðàô îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ó êîòîðîãî èç ëþáîé âåð-
øèíû â ëþáóþ èìååòñÿ ïóòü.

91



92 Ãëàâà 4. ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÄËß ÃÐÀÔÎÂ

äåðåâî ñâÿçíûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô.

ëåñ ãðàô, ó êîòîðîãî âñå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû � äåðåâüÿ.

ïîëíûé ãðàô ãðàô, ëþáûå äâå âåðøèíû êîòîðîãî ñîåäèíåíû ðåáðîì (òà-
êîé ãðàô � ñàì ñåáå ìàêñèìàëüíàÿ êëèêà).

êëèêà ïîäìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà, òàêîå, ÷òî ìåæäó ëþáîé ïàðîé âåð-
øèí åñòü ðåáðî (ïîëíûé ïîäãðàô).

ñìåøàííûé ãðàô ãðàô, ñîäåðæàùèé îðèåíòèðîâàííûå è íåîðèåíòèðî-
âàííûå ðåáðà.

äâóäîëüíûé ãðàô (k-äîëüíûé ãðàô) ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ìîæíî
ðàçáèòü íà 2 (k) íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà, òàê, ÷òî íå áóäåò
ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ ýëåìåíòû îäíîãî è òîãî æå ïîäìíîæåñòâà.

èíäåêñ âåðøèíû íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ÷èñëî ðåáåð, âûõîäÿùèõ
èç âåðøèíû.

èíäåêñ âåðøèíû îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò êîëè-
÷åñòâà ðåáåð, âõîäÿùèõ è âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû. Îäíî âõîäÿùåå â
âåðøèíó ðåáðî ïðèáàâëÿåò ê ýòîìó ÷èñëó åäèíèöó, îäíî âûõîäÿùåå �
îòíèìàåò åäèíèöó.

ε-ãðàô ãðàô, â êîòîðîì ÷èñëî ðåáåð ðàâíî |E| = (1 + ε)|V |, ε≪ 1

4.1 Ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôîâ

Áîëüøèíñòâî ïðèâûêëî ðàññìàòðèâàòü è èçîáðàæàòü ãðàôû â òàêîì âèäå,
êàê èçîáðàæåíî íà ðèñ.4.1. Áåçóñëîâíî, ýòî î÷åíü íàãëÿäíûé ñïîñîá, òåì
íå ìåíåå, íåïîíÿòíûé êîìïüþòåðó. Óäîáíî õðàíèòü ãðàôû â âèäå òàáëè-

 

a

 

b 

e 

g 
h

 

c f 

d 

i 

i 

c

 

g

 e

 

h

 

b

 

d 

f 

a 

Ðèñ. 4.1: Ïðèìåð ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôîâ. Îäèíàêîâûå (èçî-
ìîðôíûå) ëè ãðàôû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå?

öû, ãäå â ñòîëáöàõ è ñòðîêàõ çàäàíû âåðøèíû ãðàôà, åñëè íà ïðåñå÷åíèè
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ñòîëáöà è ñòðîêè åñòü îòìåòêà (+ èëè, óäîáíåé, true), ìåæäó ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè ðåáðàìè åñòü ðåáðî. Èçîáðàæåííûé íàìè ñïðàâà ãðàô â âèäå òàáëèöû
ïðåäñòàâëÿåòñÿ òàê:

a b c d e f g h i
a 0 0 0 1 1 0 0 0 0
b 0 0 0 1 0 0 0 0 0
c 0 0 0 0 0 0 0 0 0
d 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e 0 0 1 1 0 0 1 0 0
f 0 0 1 0 0 0 0 0 0
g 0 0 0 0 0 0 0 0 0
h 1 1 0 0 0 0 0 0 0
i 0 0 0 1 0 0 0 0 0

Ýòî îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Åñëè áû ãðàô áûë íåîðèåíòèðîâàííûì (ðèñ.4.2),
òàáëèöà ïðèíÿëà áû íåñêîëüêî èíîé âèä:
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Ðèñ. 4.2: íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô

a b c d e f g h i
a 0 0 0 1 1 0 0 1 0
b 0 0 0 1 0 0 0 1 0
c 0 0 0 0 1 1 0 0 0
d 1 1 0 0 1 0 0 0 1
e 1 0 1 1 0 0 1 0 0
f 0 0 1 0 0 0 0 0 0
g 0 0 0 0 1 0 0 0 0
h 1 1 0 0 0 0 0 0 0
i 0 0 0 1 0 0 0 0 0

Åñëè íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè è ñòîëáöà ïîäîáíîé òàáëèöû óêàçàíî true (1),
çíà÷èò, èç âåðøèíû â ñòðîêå èäåò ðåáðî â âåðøèíó â ñòîëáöå. Ïîäîáíàÿ
òàáëèöà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ñìåæíîñòè ãðàôà. Ìàòðèöà ñìåæíîñòè ïîë-
íîãî ãðàôà áóäåò âêëþ÷àòü òîëüêî åäèíèöû. Êàê õðàíèòü òàêóþ ìàòðèöó â
ïàìÿòè? Ëèáî â âèäå äâóìåðíîãî ìàññèâà, ëèáî çàêîäèðîâàâ ñ ïðèìåíåíèåì
àëãîðèòìà Ëåìïåëÿ-Çèâà. Íè ïåðâîå, íè âòîðîå â äàííîì ñëó÷àå óäîáíûì
íå êàæåòñÿ.
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Äëÿ çàïèñè è õðàíåíèÿ ãðàôà ìîæíî ñîñòàâèòü ñïèñîê ðåáåð ýòîãî ãðà-
ôà. Ñìåæíûìè íàçîâåì âåðøèíû, ñîåäèíåííûå ðåáðîì (â íåîðèåíòèðîâàí-
íîì ãðàôå). Äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà
ñïèñîê ñìåæíûõ âåðøèí áóäåò âûãëÿäåòü òàê: ad; ae; bd; ed; eg; ec; fc; ha;
hb; id;. Åñëè ãðàô îðèåíòèðîâàííûé, ïîðÿäîê â ïàðàõ âàæåí.

Åùå ãðàô ìîæíî õðàíèòü â âèäå íåñêîëüêèõ ñâÿçíûõ ñïèñêîâ ñìåæíûõ
âåðøèí. Èç êàæäîé âåðøèíû ãðàôà ïèøåì ñâÿçíûé ñïèñîê, ñîñòîÿùèé èç
âåðøèí, ñìåæíûõ äàííîé âåðøèíå (âåðøèí, ñ êîòîðûìè äàííàÿ âåðøèíà
ñâÿçíà ðåáðîì, äëÿ íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, è âåðøèí, â êîòîðûå èäåò
"ñòðåëêà"èç äàííîé âåðøèíû äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, ñïèñîê ñîñåäåé).
Òîãäà ïðåäñòàâëåíèå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà áóäåò ñëåäóþùèì:

âåðøèíà Ñïèñîê ñìåæ-
íûõ âåðøèí

âåðøèíà Ñïèñîê ñìåæ-
íûõ âåðøèí

a d→ e f c
b d g
c h a→b
d i d
e d→ g → c

Äëÿ íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà:

âåðøèíà Ñïèñîê ñìåæ-
íûõ âåðøèí

âåðøèíà Ñïèñîê ñìåæ-
íûõ âåðøèí

a d→ e→ h f c
b d→ h g e
c e→ f h a→ b
d a→ b→ e→ i i d
e a→ c→ d→ g

Ãðàôû ÿâëÿþòñÿ óäîáíûì ÿçûêîì äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, è ìíîãèå çàäà-
÷è ôîðìóëèðóþòñÿ â ôîðìå çàäà÷ íà ãðàôàõ. Â ÷àñòíîñòè, ìíîãèå çàäà÷è
áèîèíôîðìàòèêè èìåþò ãðàôîâóþ ïîñòàíîâêó. Ïðèìåðîâ ìîæíî ïðèâåñòè
ìíîæåñòâî. Çàäà÷à âûðàâíèâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôîðìóëèðóåòñÿ êàê
çàäà÷à ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè â ãðàôå. Çàäà÷à ïîèñêà îðòîëîãîâ ìîæåò
áûòü ñôîðìóëèðîâàíà êàê çàäà÷à ïîèñêà êëèêè â ãðàôå. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ
áåëêîâûõ ñåìåéñòâ ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à ïîèñêà ñâÿçíîé êîìïîíåíòû
â ãðàôå èëè êàê çàäà÷à ïîèñêà äâóñâÿçíîé êîìïîíåíòû, èëè êàê çàäà÷à
ïîèñêà êëèê â ãðàôàõ. Çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè, âîññòàíîâëåíèÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ïî ðåçóëüòàòàì ñåêâåíèðîâàíèÿ, çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñî ñêðûòûìè
Ìàðêîâñêèìè ìîäåëÿìè è ò.ä. è ò.ï. ×àñòî ãðàôû èìåþò ãèãàíòñêèå ðàç-
ìåðû. Íàïðèìåð, ïðè âûðàâíèâàíèè äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíîé ïî
òûñÿ÷å ñèìâîëîâ âîçíèêàåò ãðàô ðàçìåðîì ïîðÿäêà ìèëëèîíà âåðøèí. Ïî-
ýòîìó ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ íà ãðàôàõ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëü-
íîé çàäà÷åé.
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4.2 Îáõîä ãðàôà â øèðèíó

Ìíîãèå çàäà÷è íà ãðàôàõ òðåáóþò ïðîñìîòðà âñåõ âåðøèí â íåêîòîðîì
ïîðÿäêå. Åñòü äâà îñíîâíûõ ñïîñîáà îáõîäà ãðàôà � îáõîä â øèðèíó è
â ãëóáèíó. Ãäå ó ãðàôà øèðèíà, à ãäå ãëóáèíà, ñêàçàòü ñëîæíî, íî ïîä
îáõîäèì ãðàôà â øèðèíó ïîäðàçóìåâàþò ïðîñìîòð âñåõ ñîñåäåé âûáðàí-
íîé âåðøèíû, ïîòîì ñîñåäåé èõ ñîñåäåé è ò.ï. Äëÿ îáõîäà ãðàôà â øèðè-
íó èñïîëüçóåòñÿ òàêàÿ ñòðóêòóðà äàííûõ, êàê î÷åðåäü (�rst input � �rst
output). Äëÿ ðàáîòû àëãîðèòìà äîáàâèì ê âåðøèíàì àòðèáóò � öâåò âåð-

øèíû:

áåëûé � âåðøèíà, êîòîðóþ åùå íå âèäåëè
ñåðûé � âåðøèíà, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â ñòàäèè îáðàáîòêè

(íàõîäèòñÿ â î÷åðåäè)
÷åðíûé� âåðøèíà, äëÿ êîòîðîé îáðàáîòêà çàâåðøåíà

Âíà÷àëå âñå âåðøèíû áåëûå, ïîñêîëüêó íà íèõ åùå íè ðàçó íå ñìîòðåëè.
Çàòåì ðàáîòàåì ïî àëãîðèòìó:

1. Áåðåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó, ïîìåùàåì â î÷åðåäü è êðàñèì â ñåðûé
öâåò.

2. Èçûìàåì î÷åðåäíóþ âåðøèíó èç î÷åðåäè (êðàñèì â ÷åðíûé öâåò) è âñå
ñìåæíûå íå ïðîéäåííûå (áåëûå) âåðøèíû ïîìåùàåì â êîíåö î÷åðåäè
è êðàñèì â ñåðûé öâåò

3. Åñëè î÷åðåäü íå ïóñòà, ïåðåõîäèì ê 2.

4. Åñëè î÷åðåäü ïóñòà, íî îñòàëèñü íå ïðîñìîòðåííûå âåðøèíû, áåðåì
èç íèõ ïðîèçâîëüíóþ, ïîìåùàåì â î÷åðåäü è ïåðåõîäèì ê 2

5. Åñëè î÷åðåäü ïóñòà è âñå âåðøèíû ãðàôà ÷åðíûå, çàêàí÷èâàåì ðàáîòó
� ãðàô îáîéäåí

Â òàáëèöå 4.2 ïîêàçàí ïîðÿäîê ðàáîòû àëãîðèòìà îáõîäà ãðàôà â øèðèíó.
Ïñåâäîêîä àëãîðèòìà ïîèñêà â øèðèíó:

1. WideSearch(){

2. for(each v in V){

3. if(v.color==white) VertexWideSearch(v);

4. }

5. }

6. VertexWideSearch(Vertex v){

7. Queue q;

8. q.put(v);

9. v.color=gray;

10. while(!q.empty){

11. v=q.get();

12. v.color=black;

13. for(w in Neighbours(v)){
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Òàáëèöà 4.1: Ïðèìåð îáõîäà ãðàôà â øèðèíó.
Ãðàô Î÷åðåäü Äåéñòâèå

 A B 

E F 

C 

G 

D 

H 

A
Áåðåì ïåðâóþ ïîïàâøóþñÿ âåðøèíó
(A), êëàäåì â î÷åðåäü è êðàñèì ñåðûì.

 
A B 

E F 

C 

G 

D 

H 

BE
Ñíèìàåì âåðøèíó A èç î÷åðåäè, ïîìå-
÷àåì ÷åðíûì, êëàäåì â î÷åðåäü ñîñåäåé
� E è B

 
A B 

E F 

C 

G 

D 

H 

EF
Ñíèìàåì ïåðâóþ âåðøèíó èç î÷åðåäè
(B), êðàñèì â ÷åðíûé öâåò, à åå ñîñåäåé
(F) êëàäåì â î÷åðåäü.

 
A B 

E F 

C 

G 

D 

H 

F
Ñíèìàåì ïåðâóþ âåðøèíó èç î÷åðåäè
(E), êðàñèì â ÷åðíûé öâåò, à åå ñîñåäåé
(à èõ íåò!) êëàäåì â î÷åðåäü.

 
A B 

E F 

C 

G 

D 

H 

CG
Ñíèìàåì ïåðâóþ âåðøèíó èç î÷åðåäè
(F), êðàñèì â ÷åðíûé öâåò, à åå ñîñåäåé
(CG) êëàäåì â î÷åðåäü.

 
A B 

E F 

C 

G 

D 

H 

GD
Ñíèìàåì ïåðâóþ âåðøèíó èç î÷åðåäè
(C), êðàñèì â ÷åðíûé öâåò, à åå ñîñåäåé
(D) êëàäåì â î÷åðåäü.

 
A B 

E F 

C 

G 

D 

H 

D
Ñíèìàåì ïåðâóþ âåðøèíó èç î÷åðåäè
(G), êðàñèì â ÷åðíûé öâåò, à åå ñîñåäåé
(à èõ íåò!) êëàäåì â î÷åðåäü.

 
A B 

E F 

C 

G 

D 

H 

H
Ñíèìàåì ïåðâóþ âåðøèíó èç î÷åðåäè
(D), êðàñèì â ÷åðíûé öâåò, à åå ñîñåäåé
(H) êëàäåì â î÷åðåäü.

 
A B 

E F 

C 

G 

D 

H 

Î÷åðåäü ïóñòà è íåò íå ïðîñìîòðåííûõ
âåðøèí! Ìû îáîøëè âåñü ãðàô
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14. if(w.color==white){

15. q.put(w);

16. w.color=gray;

17. }

18. }

19. }

20. }

Ïîÿñíåíèå. Çäåñü äâå ïîäïðîãðàììû. Ïåðâàÿ èùåò î÷åðåäíóþ áåëóþ âåð-
øèíó, ÷òîáû ñ íåå ñòàðòîâàòü. Âòîðàÿ ïîäïðîãðàììà îñóùåñòâëÿåò ñîá-
ñòâåííî ïîèñê â øèðèíó. Ñòðîêà 2 îçíà÷àåò, ÷òî ìû ïðîñìàòðèâàåì âñå
âåðøèíû. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî âåðøèí íå îáÿçàòåëüíî îðãàíèçîâàíî â ìàñ-
ñèâ, òî öèêë íå îáúÿâëåí ÿâíûì ïåðå÷èñëåíèåì çíà÷åíèé èíäåêñà. Ñòðîêà 7
îáúÿâëÿåò î÷åðåäü, â êîòîðîé áóäóò ñòîÿòü âåðøèíû. Ñòàðòîâóþ âåðøèíó
ïîìåùàåì â î÷åðåäü. Ïîêà î÷åðåäü íå ïóñòà (öèêë â ñòðîêàõ 10-20) âûïîë-
íÿåì ñëåäóþùåå. Ñíèìàåì âåðøèíó èç î÷åðåäè, êðàñèì â ÷åðíûé, ïðîñìàò-
ðèâàåì âñåõ ñîñåäåé (öèêë â ñòðîêàõ 13-17) è ïîìåùàåì áåëûõ ñîñåäåé â
î÷åðåäü.

Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà T = O(|V |+ |E|). Äåéñòâèòåëüíî, ìû ñìîòðèì
ïî îäíîìó ðàçó íà êàæäóþ âåðøèíó â öèêëå ñòðîêè 2 è ñìîòðèì íà êàæäîå
ðåáðî â öèêëå ñòðîêè 13. Âèäíî, ÷òî íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì ñïîñîáîì õðà-
íåíèÿ ãðàôà äëÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ õðàíåíèå ñïèñêîâ ñîñåäíèõ âåðøèí.
Âïðî÷åì, ÷àñòî áûâàåò, ÷òî ðåáðà ãðàôà íå çàäàíû ÿâíî, à îïðåäåëÿþòñÿ
"íà ëåòó êàê ôóíêöèÿ âåðøèí. Â ýòîì ñëó÷àå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ìî-
æåò áûòü áîëüøå � T = O(|V |·|V |) , ïîñêîëüêó öèêë ñòðîêè 13 çàìåíèòñÿ íà
ïðîñìîòð âñåõ âåðøèí ãðàôà è ïîÿâèòñÿ ïðîâåðêà äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ
ÿâëÿþòñÿ ëè âåðøèíû v è w ñîñåäÿìè. Îïèñàííûé àëãîðèòì ìîæåò ïîìî÷ü
â ðåøåíèè çàäà÷ àíàëèçà ãðàôîâ ñ öåëüþ âûÿâëåíèÿ èõ ñòðóêòóðû è âû÷èñ-
ëåíèÿ ðÿäà õàðàêòåðèñòèê. Ñ ïîìîùüþ ïîèñêà â øèðèíó ìîæíî íàõîäèòü
ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ãðàôà. Êîãäà â êàêîé-òî ìîìåíò îáõîäà ãðàôà î÷åðåäü
ñòàíîâèòñÿ ïóñòîé, ìû ïðîñìîòðåëè îäíó ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó. Åñëè â ãðàôå
îñòàëèñü íå ïðîñìîòðåííûå âåðøèíû, çíà÷èò, èìååòñÿ, êàê ìèíèìóì, åùå
îäíà ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà. Ïðîñìàòðèâàåì åå, èùåì ñëåäóþùóþ� Òàêèì
îáðàçîì ìîæíî íàõîäèòü è ïåðå÷èñëèòü âñå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ãðàôà.
Ïîèñê â øèðèíó ïðèìåíèì äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåðøèíàìè,
à òàêæå ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæäó âåðøèíàìè.

Äàíî: ïðîèçâîëüíûé ãðàô G = {V,E}, V > 1. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü
ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè u ∈ V, v ∈ V , à òàêæå óêàçàòü êðàò÷àéøèé
èç ïóòåé, ñâÿçûâàþùèõ u è v (åñëè òàêèå ïóòè ñóùåñòâóþò).

Ðåøåíèå: ñòàðòóÿ èç âåðøèíû v, äåëàåì îáõîä ãðàôà â øèðèíó, ïîêà íå
äîéäåì äî u. Åñëè ìåæäó ñîáûòèÿìè "v â î÷åðåäè"è "u â î÷åðåäè"î÷åðåäü
îñòàâàëàñü ïóñòîé, ïóòè ìåæäó v è u íåò. Åñëè ìåæäó óêàçàííûìè ñîáûòèÿ-
ìè î÷åðåäü íè ðàçó íå áûëà ïóñòà, ìû íàøëè ïóòü ìåæäó v è u, ïðèòîì ýòîò
ïóòü êðàò÷àéøèé. Äîïóñòèì, èùåì êðàò÷àéøèé ïóòü ìåæäó âåðøèíàìè v



98 Ãëàâà 4. ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÄËß ÃÐÀÔÎÂ

è u â òàêîì ãðàôå:
 

b 

U 

x 

a 

V 

Îáõîäèì ãðàô â øèðèíó, íà÷èíàÿ ñ v:

1. Â î÷åðåäè âåðøèíà v
2. Â î÷åðåäè a
3. Â î÷åðåäè âåðøèíû b è u , îñòàíàâëèâàåì ïîèñê, òàê

êàê äîøëè äî âåðøèíû u.

Ìåæäó øàãîì 1 è øàãîì 3 î÷åðåäü íå áûëà ïóñòà, çíà÷èò, u è v ïðèíàäëåæàò
ê îäíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå, è ìåæäó íèìè åñòü ïóòü (èëè íåñêîëüêî ïóòåé).
Ìû íàøëè îäèí èç òàêèõ ïóòåé ñ ïîìîùüþ îáõîäà ïî øèðèíå. Ýòîò ïóòü
v−a−u (ñìîòðèì, êàêèå âåðøèíû ïîáûâàëè â î÷åðåäè ìåæäó v è u). Èòàê,
ðàññòîÿíèå ìåæäó v è u � äâà ðåáðà èëè îäíà âåðøèíà. Ìû ðåøèëè ïðàâóþ
÷àñòü çàäà÷è � íàøëè ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè v è u. Äîêàæåì , ÷òî
íàéäåííûé íàìè ñ ïîìîùüþ ïîèñêà â øèðèíó ïóòü ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì
ïóòåì ìåæäó v è u.

Äîêàçàòåëüñòâî. îò ïðîòèâíîãî � ïóñòü ìû íàøëè íå êðàò÷àéøèé ïóòü è
åñòü ïóòü åùå êîðî÷å. Òîãäà âåðøèíà íà êðàò÷àéøåì ïóòè âñòðåòèëàñü áû
ðàíüøå ïðè ïðîñìîòðå, ïîñêîëüêó êàæäûé ðàç ìû ñìîòðèì íà áëèæàéøèõ
ñîñåäåé (íà ñìåæíûå âåðøèíû) òîé âåðøèíû, òî èçûìàåòñÿ èç î÷åðåäè.
Âîçíèêëî ïðîòèâîðå÷èå � óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óïðàæíåíèå 21. Íàïèøèòå ïñåâäîêîä äëÿ ïîèñêà ñâÿçíîé êîìïîíåíòû.

Óïðàæíåíèå 22. Íàïèøèòå ïñåâäîêîä äëÿ ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ðàññòî-
ÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè.

4.3 Îáõîä ãðàôà â ãëóáèíó

Èäåÿ ýòîãî ìåòîäà � èäòè ïî ãðàôó îò âåðøèíû ê âåðøèíå âãëóáü, ïîêà
íå "óïðåìñÿ". Çàòåì âîçâðàùàåìñÿ íà ýòàï ðàíüøå, ñíîâà èäåì â ãëóáèíó
è ò.ä. Â îòëè÷èå îò îáõîäà â øèðèíó çäåñü èñïîëüçóåòñÿ íå î÷åðåäü, à ñòåê
(�rst input � last output). Ïðè îáõîäå ãðàôà áóäåì êðàñèòü âåðøèíû òàêæå:
áåëûì � âåðøèíû, êîòîðûå åùå íå îáðàáîòàíû, ñåðûì, âåðøèíû, êîòîðûå
íàõîäÿòñÿ â ïðîöåññå îáðàáîòêè, ÷åðíûì � óæå îáðàáîòàííûå âåðøèíû.
Èòàê, àëãîðèòì:

1. Áåðåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó è ïîìåùàåì â ñòåê (êðàñèì â ñåðûé öâåò)

2. Ñìîòðèì íà âåðøèíó, ëåæàùóþ íå âåðøèíå ñòåêà. Áåðåì ïðîèçâîëüíîãî
áåëîãî ñîñåäà ýòîé âåðøèíû è, ïîêðàñèâ â ñåðûé öâåò, êëàäåì â ñòåê.
Åñëè íåò áåëûõ ñîñåäåé, òî ïåðåõîäèì ê ï. 2., èíà÷å ïîâòîðÿåì ï.2.
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3. Åñëè íå îñòàëîñü áåëûõ ñìåæíûõ âåðøèí, òî áåðåì âåðøèíó èç ñòåêà è
çàêàí÷èâàåì åå îáðàáîòêó (êðàñèì â ÷åðíûé) è ïåðåõîäèì ê 2.

4. Åñëè îñòàëèñü íå ïðîñìîòðåííûå âåðøèíû, òî áåðåì èç íèõ ïðîèçâîëü-
íóþ, ïîìåùàåì â ñòåê è ïåðåõîäèì ê 2

Â òàáëèöå 4.3 ïîêàçàíà ðàáîòà àëãîðèòìà ïîèñêà â ãëóáèíó. Ïñåâäîêîä
àëãîðèòìà îáõîäà â ãëóáèíó:

1. DepthSearch(){

2. for( each v V){

3. if(v.color=white)

4. VertexDepthSearch(v);

5. }

6. }

7. VertexDepthSearch(v){

8. v.color=gray;

9. for( each w Neighbours(v)){

10. if(w.color=white)

11. VertexDepthSearch(w);

12. }

13. v.color=black;

14. }

Ïîÿñíåíèÿ ê ïñåâäîêîäó. Ïîäïðîãðàììà DepthSearch ïðîñìàòðèâàåò âñå âåð-
øèíû, è, åñëè íàõîäèò áåëóþ âåðøèíó, òî íà÷èíàåò ïðîñìîòð â ãëóáèíó,
íà÷èíàÿ ñ ýòîé âåðøèíû (VertexDepthSearch). Ïîäïðîãðàììà ïîèñêà â ãëó-
áèíó ñ çàäàííîé ñòàðòîâîé âåðøèíîé ðàáîòàåò ðåêóðñèâíî. Îíà êðàñèò òå-
êóùóþ âåðøèíó â ñåðûé öâåò (ñòðîêà 8), çàòåì íàõîäèò ñðåäè ñîñåäåé áåëóþ
âåðøèíó è èñïîëüçóåò åå â êà÷åñòâå ñòàðòîâîé äëÿ äàëüíåéøåãî ïîèñêà â
ãëóáèíó (ñòðîêà 11). Êîãäà âñå ñîñåäè îáðàáîòàíû (à êàæäûé èç íèõ ïðî-
øåë â ãëóáèíó äî êîíöà), âåðøèíó ìîæíî ïîêðàñèòü â ÷åðíûé öâåò (ñòðîêà
14). Òàêæå êàê è äëÿ ïîèñêà â øèðèíó âðåìÿ ïîèñêà â ãëóáèíó ñîñòàâëÿåò
O(|V | + |E|). Ðàáîòà ñî ñòåêîì, êàê è ñ î÷åðåäüþ, çàíèìàåò O(|V |). Âðåìÿ
íà ðàññìîòðåíèå ðåáåð O(|E|).

Óïðàæíåíèå 23. Ïåðåïèøèòå ïñåâäîêîä ïîèñêà â ãëóáèíó â âèäå öèêëà
âìåñòî ðåêóðñèè. Çäåñü Âàì êðîìå ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ ñòåêà (push �
ïîëîæèòü ýëåìåíò â ñòåê è pop � ñíÿòü ýëåìåíò ñ âåðøèíû ñòåêà) ïî-
íàäîáèòñÿ ìåòîä peek � ïðî÷èòàòü ýëåìåíò ñ âåðøèíû ñòåêà íå èçûìàÿ
åãî ñî ñòåêà.

Ðàçóìååòñÿ, ïîèñê â øèðèíó è ïîèñê â ãëóáèíó íå ÿâëÿþòñÿ ñàìîñòî-
ÿòåëüíûìè çàäà÷àìè. Îáû÷íî èçìåíåíèå öâåòà âåðøèíû ñîïðîâîæäàåòñÿ
äîïîëíèòåëüíûìè äåéñòâèÿìè, íàïðèìåð çàïèñüþ âåðøèíû â êàêîé-íèáóäü
ñïèñîê, âû÷èñëåíèåì êàêèõ-ëèáî õàðàêòåðèñòèê è ò.ï. Âàæíî, ÷òî ïðè îáî-
èõ òèïàõ ïîèñêà ìû ïðîõîäèì ïî ñîñåäíèì âåðøèíàì, ò. àíàëèçèðóåì ñâÿç-
íîñòü ãðàôà. Åùå ðàç ñòîèò íàïîìíèòü, ÷òî ïðè ðåøåíèè ðåàëüíûõ çàäà÷
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Òàáëèöà 4.2: Ïðèìåð îáõîäà ãðàôà â ãëóáèíó.
Ãðàô Î÷åðåäü Äåéñòâèå
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a
Áåðåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó (a) è
êëàäåì â ñòåê
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a
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e g h

 

c f d 

ae
Íà âåðøèíå ñòåêà ëåæèò âåðøèíà a, ïî-
ýòîìó áåðåì åå ïðîèçâîëüíîãî áåëîãî
ñîñåäà (âåðøèíó e) è êëàäåì â ñòåê.
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e g h
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aed
Íà âåðøèíå ñòåêà ëåæèò âåðøèíà e. ïî-
ýòîìó áåðåì åå ïðîèçâîëüíîãî áåëîãî
ñîñåäà (âåðøèíó d) è êëàäåì â ñòåê.
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c f d 

ae
Ó âåðøèíû d íåò áåëûõ ñîñåäåé, ïîýòî-
ìó çàêàí÷èâàåì åå îáðàáîòêó (êðàñèì â
÷åðíûé)
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aeg
Íà âåðøèíå ñòåêà ëåæèò âåðøèíà e, ïî-
ýòîìó áåðåì åå ïðîèçâîëüíîãî áåëîãî
ñîñåäà (âåðøèíó g) è êëàäåì â ñòåê
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ae
Íà âåðøèíå ñòåêà ëåæèò âåðøèíà g, è
ó íåå íåò áåëûõ ñîñåäåé. Ñíèìàåì åå ñî
ñòåêà è êðàñèì â ÷åðíûå öâåò.
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aec
Íà âåðøèíå ñòåêà ëåæèò âåðøèíà e, ïî-
ýòîìó áåðåì åå ïðîèçâîëüíîãî áåëîãî
ñîñåäà (âåðøèíó c) è êëàäåì â ñòåê
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ae
Íà âåðøèíå ñòåêà ëåæèò âåðøèíà c, è
ó íåå íåò áåëûõ ñîñåäåé. Ñíèìàåì åå ñî
ñòåêà è êðàñèì â ÷åðíûå öâåò.
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a
Íà âåðøèíå ñòåêà ëåæèò âåðøèíà e, è
ó íåå íåò áåëûõ ñîñåäåé. Ñíèìàåì åå ñî
ñòåêà è êðàñèì â ÷åðíûå öâåò.
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Íà âåðøèíå ñòåêà ëåæèò âåðøèíà a, è
ó íåå íåò áåëûõ ñîñåäåé. Ñíèìàåì åå
ñî ñòåêà è êðàñèì â ÷åðíûå öâåò. Ñòåê
ïóñò.
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h
Íàõîäèì ïðîèçâîëüíóþ áåëóþ âåðøè-
íó, êëàäåì â ñòåê.
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ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ãðàôàìè äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàçìåðà � òûñÿ÷è,
ìèëëèîíû è áîëåå âåðøèí. Òàê ÷òî íàðèñîâàòü êàðòèíêó è íà íåå ïîñìîò-
ðåòü íå óäàñòñÿ.

4.3.1 Òèïû ðåáåð ãðàôà

Â ðåçóëüòàòå ïîèñêà â ãëóáèíó ïîëó÷àåòñÿ äåðåâî (èëè ëåñ èç íåñêîëüêèõ äå-
ðåâüåâ) � äåðåâî îáõîäà. Êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà v èìååò âðåìÿ îêîí÷àíèÿ
îáðàáîòêè t(v) , ò.å. òîò øàã àëãîðèòìà, ïðè êîòîðîì âåðøèíà ñòàëà ÷åðíîé.
Ïîñëå çàâåðøåíèÿ îáõîäà ãðàôà â ãëóáèíó âñå ðåáðà ãðàôà îêàçûâàþòñÿ
ðàçáèòûìè íà äâà ìíîæåñòâà � ðåáðà äåðåâà (ëåñà) îáõîäà è îñòàëüíûå
ðåáðà. Â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ðåáðà ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ÷åòûðå ðàçíûõ
òèïà (ðèñ.4.3):

Ðåáðà äåðåâüåâ Ðåáðà äåðåâüåâ ïîèñêà â ãëóáèíó (íà ðèñóíêå òîëñòûå).

Ïðÿìûå ðåáðà. Âåðøèíû u, v ïðèíàäëåæàò äåðåâó, íî (uv) íå ÿâëÿåòñÿ
ðåáðîì äåðåâà, è t(u) > t(v). Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî ðåáðà (uv) íå
ÿâëÿþùèåñÿ ðåáðàìè äåðåâà è ñîåäèíÿþùèå âåðøèíó u ñ åå ïîòîìêîì
v â äåðåâå ïîèñêà â ãëóáèíó (íà ðèñóíêå � äâîéíûå).

Îáðàòíûå ðåáðà. Âåðøèíû u, v ïðèíàäëåæàò äåðåâó è t(u) < t(v). Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, ýòî ðåáðà (uv), ñîåäèíÿþùèå âåðøèíó u ñ åå ïðåäêîì v
â äåðåâå ïîèñêà â ãëóáèíó (íà ðèñóíêå � ïóíêòèðíûå).

Ïåðåêðåñòíûå ðåáðà. Âñå îñòàëüíûå ðåáðà. Îíè ìîãóò ñîåäèíÿòü âåð-
øèíû îäíîãî è òî-ãî æå äåðåâà ïîèñêà â ãëóáèíó, êîãäà íè îäíà èç
âåðøèí íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîì äðóãîé, èëè ñîåäèíÿòü âåðøèíû â ðàç-
íûõ äåðåâüÿõ (íà ðèñóíêå � ñåðûå).
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Ðèñ. 4.3: Êëàññèôèêàöèÿ ðåáåð ãðàôà ïîñëå îáõîäà â ãëóáèíó. Òîëñòûå ðåáðà
� ðåáðà äåðåâà îáõîäà, äâîéíûå � ïðÿìûå ðåáðà, ïóíêòèðíûå � îáðàòíûå
ðåáðà, ñåðûå � ïåðåêðåñòíûå ðåáðà.

4.3.2 Ïîñòðîåíèå ïîêðûâàþùåãî äåðåâà

Ïîêðûâàþùèì äåðåâî ãðàôà íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü äåðåâüåâ îáõîäà â
ãëóáèíó, ñîåäèíåííûõ îñîáûìè ïåðåêðåñòíûìè ðåáðàìè. ×òîáû ïîñòðîèòü
òàêóþ ñòðóêòóðó, íóæíî ñíà÷àëà ñäåëàòü îáõîä ãðàôà â ãëóáèíó, ñîçäàâ ëåñ
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îáõîäà. Åñëè ëåñ îáõîäà ñîñòîèò èç îäíîãî äåðåâà, îíî è ÿâëÿåòñÿ ïîêðû-
âàþùèì äåðåâîì. Åñëè â ëåñå îáõîäà íåñêîëüêî äåðåâüåâ, ïîñìîòðèì, íåò
ëè ïåðåêðåñòíîãî ðåáðà èç âåðøèíû îäíîãî äåðåâà îáõîäà â êîðåíü äðóãî-
ãî äåðåâà îáõîäà. Òàêîå ðåáðî, íàïðàâëåííîå èç âåðøèíû A îäíîãî äåðåâà
îáõîäà â êîðåíü äðóãîãî, âêëþ÷àåì â ïîêðûâàþùåå äåðåâî. Íîâûì êîðíåì
ñòàíîâèòñÿ A. Êîãäà âñå òàêèå ðåáðà èñ÷åðïàíû, ïîêðûâàþùåå äåðåâî ãî-
òîâî. Îíî ñîñòîèò èç âñåõ äåðåâüåâ îáõîäà ãðàôà, ñîåäèíåííûõ îñîáûìè
ïåðåêðåñòíûìè ðåáðàìè

4.3.3 Ïîèñê ñâÿçíûõ êîìïîíåíò

Ìû óæå îáñóæäàëè âûøå, êàê èñêàòü ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ñ ïîìîùüþ îáõî-
äà ãðàôà â øèðèíó. Ýòîò ìåòîä ïîäõîäèò äëÿ ëþáûõ ãðàôîâ, òåì íå ìåíåå,
íà îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ ìîæíî ïðèìåíÿòü äðóãîé ñïîñîá ïîèñêà ñâÿç-
íûõ êîìïîíåíò. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò â îðîãðàôå ñëåäóåò
êî âñåì ðåáðàì ãðàôà äîáàâèòü ïåðåêðåñòíûå ðåáðà (â îòëè÷èå îò ïîêðû-
âàþùåãî äåðåâà ýòî íå îáÿçàòåëüíî ðåáðà, èäóùèå â êîðåíü äåðåâà èç ëåñà
îáõîäà â ãëóáèíó).

4.3.4 Ïîèñê öèêëîâ

Ïîèñê â ãëóáèíó ïîçâîëÿåò íàéòè öèêëû â ãðàôå, ïðè÷åì íåñêîëüêèìè ñïî-
ñîáàìè. 1) Åñëè ïðè îáõîäå â ãëóáèíó ìû ïîëîæèëè â ñòåê âåðøèíó v è
óâèäåëè ñðåäè åå ñîñåäåé ñåðóþ âåðøèíó, â ãðàôå åñòü öèêë, âåðíî è îá-
ðàòíîå: åñëè ãðàô öèêëè÷åñêèé, îáÿçàòåëüíî íà êàêîì-ëèáî ýòàïå îáõîäà
âîçíèêíåò âñòðå÷à ñ ñåðûì ñîñåäîì. Â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå òàêàÿ ñèòó-
àöèÿ âîçíèêàëà ïðè îáðàáîòêå âåðøèíû d. Âïðî÷åì ñ òàêèì æå óñïåõîì
ìîæíî ïðèìåíÿòü 2) Öèêëû òàêæå ìîæíî íàéòè, ïîñòðîèâ ïîêðûâàþùåå
äåðåâî, êàê â îðèåíòèðîâàííîì, òàê è â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå. Â îðè-
åíòèðîâàííîì ãðàôå äëÿ íàõîæäåíèÿ öèêëîâ ñòðîèì ïîêðûâàþùåå äåðåâî.
Îáðàòíûå ðåáðà çàìûêàþò öèêëû. Â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå òàêæå ñòðî-
èì ïîêðûâàþùåå äåðåâî è èùåì âñå ðåáðà, íå ïðèíàäëåæàùèå ê íåìó. Ýòè
ðåáðà ïîðîæäàþò öèêëû. Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à ïîèñêà âñåõ öèêëîâ â ãðàôå
âåñüìà òðóäîåìêàÿ, ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî âñåõ âîçìîæíûõ öèêëîâ î÷åíü
âåëèêî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â ãðàôå åñòü äâà öèêëà ñ îáùåé âåðøèíîé,
òî ìîæíî ïîñòðîèòü åùå îäèí öèêë, îáúåäèíÿþùèé èõ. Åñëè òàêèõ öèê-
ëîâ íåñêîëüêî, òî âîçíèêàåò áîëüøîå êîìáèíàòîðíîå ðàçíîîáðàçèå. Òåì íå
ìåíåå ìîæíî ýôôåêòèâíî ðåøàòü çàäà÷ó ïîèñêà õîòÿ áû íåêîòîðûõ öèêëîâ.

Óïðàæíåíèå 24. Íàïèøèòå ïñåâäîêîä äëÿ àëãîðèòìà ïîèñêà öèêëîâ â
ãðàôå. Çäåñü ïî-âèäèìîìó Âàì ïîíàäîáèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ â
ñòðóêòóðå ñòåêà, ïîçâîëÿþùàÿ ïðîñìîòðåòü ñòåê íå èçûìàÿ âåðøèíû
ñî ñòåêà.

Óïðàæíåíèå 25. Äâóñâÿçíîé êîìïîíåíòîé íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà íà-
çûâàåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî âåðøèí, ÷òî ÷åðåç ëþáûå äâå âåðøèíû ãðàôà
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ïðîõîäèò öèêë òàêîé, â êîòîðîì âåðøèíû ïðîõîäÿòñÿ ïî îäíîìó ðàçó.
Ïðèäóìàéòå àëãîðèòì ïîèñêà äâóñâÿçíûõ êîìïîíåíò.

4.3.5 Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ê áèîèíôîðìàòèêå

Åñòü ìíîæåñòâî àìèíîêèñëîòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ñêàæåì, UNIPROT).
Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè áåëêîâûå ñåìåéñòâà. Çäåñü ìû ðàññìîò-
ðèì ïðîñòåéøèé íàèâíûé ïîäõîä ê ýòîé çàäà÷å. Íà ñàìîì äåëå ïðîöåäóðà
êëàñòåðèçàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â ñåìåéñòâà ñîäåðæèò ìíîæåñòâî äî-
ïîëíèòåëüíûõ äåòàëåé.

Èòàê, ïåðâûì øàãîì êëàñòåðèçàöèè ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé
ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ BLAST èëè Ñìèòà-
Âàòåðìàíà). Òåïåðü ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàô: âåðøèíû � ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè, à ðåáðà ïðîâîäÿòñÿ, åñëè âåñ âûðàâíèâàíèÿ ïðåâûøàåò çàäàííûé ïîðîã.
Ðàçóìååòñÿ, â ðåàëüíîñòè ýòîò ïîðîã âûáèðàåòñÿ èç ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëè-
çà è/èëè ðåáðî ïðîâîäèòñÿ ñ ó÷åòîì ñòðóêòóðû âûðàâíèâàíèÿ. Çäåñü åñòü
(è ïðèìåíÿåòñÿ) ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ.

Òåïåðü ìû èìååì ãðàô. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â ýòîì ãðàôå áåë-
êîâîìó ñåìåéñòâó îòâå÷àåò êëèêà, ò.å. òàêîé ïîäãðàô, â êîòîðîì âñå âåð-
øèíû ñîåäèíåíû ñî âñåìè (ïîëíûé ïîäãðàô). Äåéñòâèòåëüíî, â ïðåäåëàõ
ñåìåéñòâà êàæäûé áåëîê äîëæåí áûòü ïîõîæèì (â ñìûñëå âûáðàííîé ìåðû
ñõîäñòâà) íà ëþáîé äðóãîé áåëîê ñåìåéñòâà. Îäíàêî òàêîé ïîäõîä òàèò â
ñåáå ðÿä ïðîáëåì. Âî-ïåðâûõ, àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîáëåìà � ïîèñê êëèêè
â ãðàôå ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé, äëÿ êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâ-
íîãî àëãîðèòìà (ñì. ãëàâó 4). Âî-âòîðûõ, åñòü ñîäåðæàòåëüíàÿ ïðîáëåìà �
êëèêà íå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî � îäíà âåðøèíà (ðåáðî, ïîäãðàô) ìîæåò
ïðèíàäëåæàòü ñðàçó íåñêîëüêèì êëèêàì (ñì. ðèñ. 4.3). Ïîýòîìó ïîèñê êëèê
â ýòîé çàäà÷å íå ïðèìåíÿþò.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ïîäõîäÿùèì ïîäõîä, îñíîâàííûå íà ïîèñêå ñâÿç-
íîé êîìïîíåíòû. Òàêîé ìåòîä ÷àñòî ïðèìåíÿþò. Äåéñòâèòåëüíî, ñâÿçíàÿ
êîìïîíåíòà íå îáëàäàåò íåäîñòàòêàìè êëèêè � åñòü ýôôåêòèâíûå àëãîðèò-
ìû ïîèñêà, êàæäàÿ âåðøèíà ïðèíàäëåæèò îäíîé è òîëüêî îäíîé ñâÿçíîé
êîìïîíåíòå. Äëÿ êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ìîæíî îöåíèòü åå "êà÷å-
ñòâî� ñòåïåíü íàñûùåííîñòè ðåáðàìè. Åñëè êîëè÷åñòâî ðåáåð ðàâíî |V | ·
(|V |− 1)/2 , òî, êàê íå òðóäíî äîãàäàòüñÿ, ýòà ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ
êëèêîé. Ïðàâäà, ïîÿâëÿåòñÿ äðóãàÿ ñîäåðæàòåëüíàÿ ïðîáëåìà. Ïîñìîòðè-
òå íà ðèñ.4.4á è 4.4â. Ýòè ãðàôû èìåþò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî âåðøèí è
ðåáåð, íî èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ãðàô á) ïðåäñòàâëÿåò äâà ñåìåéñòâà. Ïîýòî-
ìó ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà íå ëó÷øèé ñïîñîá èñêàòü ñåìåéñòâà. Êñòàòè, ýòîò
ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò âûðàâíèâàíèþ íà ðèñ.4.5, ò.å. ñëó÷àþ, êîãäà ìíîãîäî-
ìåííûå áåëêè îáúåäèíÿþò â îäíî ñåìåéñòâî ãðóïïû îäíîäîìåííûõ áåëêîâ.
Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ðàöèîíàëüíûì èñïîëüçîâàòü äëÿ ýòîé çàäà-
÷è ïîèñê äâóñâÿçíîé êîìïîíåíòû. Òàêîé ïîäõîä äîïóñêàåò ñèòóàöèþ, êîãäà
âåðøèíà ìîæåò ïðèíàäëåæàòü äâóì èëè áîëåå äâóñâÿçíûì êîìïîíåíòàì.
Ýòîò íåäîñòàòîê íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ äîñòîèíñòâîì, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿ-
åò íàõîäèòü ìíîãîäîìåííûå áåëêè.
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Ðèñ. 4.4: ãðàô äëÿ ñåìåéñòâà áåëêîâ. à) Âåðøèíà ðåáðî hd ïðèíàäëåæèò
äâóì êëèêàì, âåðøèíà e ïðèíàäëåæèò äâóì äðóãèì êëèêàì. á) ñâÿçíûé
ãðàô, êîòîðûé î÷åâèäíî ñîîòâåòñòâóåò äâóì ðàçíûì ñåìåéñòâà. â) Ãðàô,
êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó ñåìåéñòâó

4.4 Çàäà÷à Ýéëåðà

Ìíîãèì èçâåñòíî, ÷òî òåîðèÿ ãðàôîâ çàðîäèëàñü â 18 âåêå ïîñëå òîãî, êàê
Ëåîíàðäà Ýéëåðà çàèíòåðåñîâàëà çàäà÷à î ñåìè Êåíèãñáåðãñêèõ ìîñòàõ: êàê
ïðîéòè ïî âñåì ìîñòàì, íå ïðîõîäÿ íè ïî îäíîìó èç íèõ äâàæäû (ðèñ.4.6
4.5). Îòñþäà è çàäà÷à Ýéëåðà, êîòîðàÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: íàéòè íà ãðàôå öèêë, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âñå ðåáðà, ïðè÷åì ïî êàæ-
äîìó ðåáðó îäèí ðàç. Ýéëåðîâûì öèêëîì íàçûâàåòñÿ öèêë â ãðàôå òàêîé,
÷òî îí ïðîõîäèò ÷åðåç âñå ðåáðà ãðàôà ïî îäíîìó ðàçó. Åñëè â ãðàôå åñòü
ýéëåðîâ öèêë, òî ãðàô íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâûì, èëè, ãîâîðÿò, ÷òî ãðàô îáëà-
äàåò ñâîéñòâîì ýéëåðîâîñòè. Ïîíÿòíî, ÷òî ýéëåðîâûì ìîæåò áûòü òîëüêî
ñâÿçíûé ãðàô. Äëÿ ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðàôà ìîæíî ñðàçó ñêàçàòü, îáëàäàåò
îí ñâîéñòâîì ýéëåðîâîñòè, èëè íåò.

Â ñâÿçíîì íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå åñòü ýéëåðîâ öèêë òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà èíäåêñû âñåõ âåðøèí ÷åòíûå.

Â ñâÿçíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå åñòü ýéëåðîâ öèêë òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà èíäåêñû âñåõ âåðøèí ðàâíû íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè: ðèñóÿ ýéëåðîâ
ãðàô, ìû ïðîéäåì ÷åðåç êàæäîå ðåáðî ëèøü îäíàæäû, à çíà÷èò, åñëè ðåá-
ðî ïðèâåëî íàñ â íåêóþ âåðøèíó, ñìîæåì âûéòè èç íåå òîëüêî ïî äðóãîìó
ðåáðó. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî, ñêîëüêî ðåáåð âõîäèò â âåðøèíó, ñòîëüêî èç
íåå è âûõîäèò � çíà÷èò, âåðøèíà ÷åòíàÿ. Äîñòàòî÷íîñòü ÷åòíîñòè èíäåêñà
âåðøèí äîêàçûâàåòñÿ íèæå.

Åñëè ìû íå òðåáóåì óñëîâèÿ çàìêíóòîñòè ïóòè, âîçíèêàåò ýéëåðîâ ïóòü
� ïóòü, ñîäåðæàùèé âñå ðåáðà ãðàôà è òàêîé, ÷òî ïî íåìó ìîæíî ïðîéòè,
íå ïðîõîäÿ îäíî è òî æå ðåáðî äâàæäû. Òðåáîâàíèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ýéëåðîâà ïóòè ìÿã÷å, ÷åì äëÿ ýéëåðîâà öèêëà. Â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðà-
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Ðèñ. 4.5: Âûðàâíèâàíèå, ïðîäóöèðóþùåå ãðàô íà ðèñ.4.4á
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Ðèñ. 4.6: Ñõåìà ìîñòîâ Êåíèãñáåðãà. Ðåáðà ãðàôà � ìîñòû. Âåðøèíû a' è
c' ÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè, ïîñêîëüêó ìåæäó a è b è b è c åñòü ïî äâà
ìîñòà, ïîýòîìó íåò ïðÿìîãî îòîáðàæåíèÿ ìîñòîâ íà ãðàô.

ôå íå áîëåå ÷åì äâå âåðøèíû ìîãóò áûòü íå÷åòíûìè (íà÷àëî è êîíåö), âñå
îñòàëüíûå îáÿçàíû áûòü ÷åòíûìè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýéëåðîâà ïóòè â ãðà-
ôå. Àíàëîãè÷íî è ñ îðãðàôîì � âñå âåðøèíû äîëæíû èìåòü èíäåêñ 0, íå
áîëåå ÷åì äâå âåðøèíû ìîãóò èìåòü íå÷åòíûå èíäåêñû (îòðèöàòåëüíûå ó
íà÷àëà è ïîëîæèòåëüíûå ó êîíöà ãðàôà).

Êàê èñêàòü ýéëåðîâ ïóòü è ýéëåðîâ öèêë â ãðàôå, äàæå åñëè ìû çíàåì,
÷òî îí òàì åñòü? Ñ ýéëåðîâûì ïóòåì ïîñòóïèì, êàê ëþáÿò äåëàòü ìàòåìà-
òèêè (ïîìíèòå çàäà÷êó ïðî ÷àéíèê?) � ïðîâåäåì ðåáðî ìåæäó íå÷åòíûìè
âåðøèíàìè è áóäåì èñêàòü ýéëåðîâ öèêë. Åñëè ìåæäó ýòèìè âåðøèíàìè
óæå åñòü ðåáðî, òî ââîäèì äîïîëíèòåëüíóþ âåðøèíó è ñîåäèíÿåì íå÷åò-
íûå (íåíóëåâûå) âåðøèíû ðåáðàìè ñ ýòîé íîâîé âåðøèíîé. Òàêèì îáðàçîì,
ïåðåä íàìè ñòîèò çàäà÷à ïîèñêà ýéëåðîâà öèêëà â ãðàôå.

4.4.1 Àëãîðèòì ïîèñêà Ýéëåðîâà öèêëà â ãðàôå

Ïðè ïîèñêå Ýéëåðîâà öèêëà îñíîâûâàåòñÿ íà íàáëþäåíèè. Åñëè â ýéëåðî-
âîì ãðàôå óäàëèòü ðåáðà, îáðàçóþùèå öèêë, ëèáî îñòàíåòñÿ ýéëåðîâûì, ëè-
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áî ðàñïàäåòñÿ íà ýéëåðîâû ãðàôû. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå óäàëåíèÿ òàêîãî
öèêëà ÷åòíîñòü âåðøèí ëèáî íå èçìåíèòñÿ (åñëè ýòè âåðøèíû íå ó÷àñòâó-
þò â óäàëÿåìîì öèêëå), ëèáî óìåíüøèòñÿ íà 2, åñëè âåðøèíà ïðèíàäëå-
æèò öèêëó. Ïîýòîìó ÷åòíîñòü âåðøèí ïîñëå óäàëåíèÿ öèêëà íå èçìåíèò-
ñÿ. Åäèíñòâåííîå, ÷òî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ íåïðèÿòíîãî � ïîòåðÿ ñâÿçíîñòè
ãðàôà. Íåòðóäíî äîêàçàòü îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ïðîöåäóðó óäàëåíèÿ ìîæíî
ïîâòîðÿòü äî òåõ ïîð, ïîêà â ãðàôå íå îñòàíåòñÿ ðåáåð. Íà îñíîâå ýòîãî íà-
áëþäåíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü àëãîðèòì. Íî ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì ëåììó.

Ëåììà 1. Åñëè â ãðàôå âñå âåðøèíû ÷åòíûå, òî ÷åðåç ëþáóþ âåðøèíó
ïðîõîäèò öèêë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ïðîñòî ñòðîèòü òàêîé öèêë. Ïîìåòèì âñå ðåáðà
êàê íå ïðîéäåííûå. Çàòåì, íà÷èíàÿ ñ âûáðàííîé âåðøèíû èäåì â ãëóáèíó
ïî íåïîìå÷åííûì ðåáðàì. Ïðè ïðîñìîòðå â ãëóáèíó (â îòëè÷èå îò ñòàí-
äàðòíîãî ïðîñìîòðà â ãëóáèíó) ìû ïîìå÷àåì ðåáðà, à íå âåðøèíû. Â êîíöå
êîíöîâ ïðè òàêîì ïðîñìîòðå ìû óïðåìñÿ â ñèòóàöèþ, êîãäà èç î÷åðåäíîé
âåðøèíû íå èäåò íåïîìå÷åííûõ ðåáåð. Ïîêàæåì, ÷òî ýòà âåðøèíà ñîâïà-
äàåò ñî ñòàðòîâîé. Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì ýòî íåêîòîðàÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ
âåðøèíà. Òîãäà ëèáî èç íåå íå âûõîäèò âîîáùå ðåáåð (ýòà âåðøèíà - òóïèê),
è ïîýòîìó îíà íå ÷åòíàÿ (îäíî ðåáðî ïðèøëî è íè îäíîãî íå âûøëî). Ëèáî
èç ýòîé âåðøèíû âûõîäÿò íåñêîëüêî ïîìå÷åííûõ ðåáåð. Òîãäà ýòî çíà÷èò,
÷òî ÷åðåç ýòó âåðøèíó ìû ïðîõîäèëè, ò.å. âõîäèëè â íåå è âûõîäèëè èç íåå.
Ñëåäîâàòåëüíî êîëè÷åñòâî ïîìå÷åííûõ ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç ýòîé âåðøèíû
- ÷åòíîå ïëþñ åùå îäíî ðåáðî, ïî êîòîðîìó ìû òîëüêî ÷òî ïðèøëè, ò.å êî-
ëè÷åñòâî ðåáåð - íå÷åòíîå. Òàêèì îáðàçîì ïðè ýòîì ïðîñìîòðå ìû ïðèøëè
â òó âåðøèíó, ñ êîòîðîé ñòàðòîâàëè.

1. Ïîìå÷àåì âñå ðåáðà, êàê íå ïðîéäåííûå.

2. Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó v.

3. Èäåì â ãëóáèíó, íà÷èíàÿ ñ âåðøèíû v. Ïðè ýòîì ïîìå÷àåì íå âåðøèíû
à ðåáðà. Ïîèñê â ãëóáèíó çàêàí÷èâàåòñÿ, åñëè èç î÷åðåäíîé âåðøèíû
íå âûõîäèò áåëûõ ðåáåð. Ñîãëàñíî ëåììå ìû ïîëó÷èëè öèêë, êîòî-
ðûé ìîæíî çàïèñàòü â ñïèñîê, êîòîðûé ìîæíî çàöèêëèòü, óñòàíîâèâ
ññûëêó èç ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà ñïèñêà íà ïåðâûé ýëåìåíò ñïèñêà.

4. Â ïîñòðîåííîì ñïèñêå âåðøèí íàõîäèì âåðøèíó v, èç êîòîðîé âûõîäÿò
íå ïîìå÷åííûå ðåáðà. Åñëè òàêàÿ âåðøèíà íå íàéäåòñÿ, òî íàéäåííûé
öèêë ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â ïîñòðîåííîì öèêëå
íåò âåðøèí ñ íå ïîìå÷åííûìè ðåáðàìè, à ãäå-òî â ãðàôå îñòàëèñü
òàêîâûå, òî ãðàô íå ñâÿçíûé.

5. Ïîâòîðÿåì ïîèñê, íà÷èíàÿ ñ âåðøèíû v. Íàéäåííûé öèêë çàïèñûâàåì
â íîâûé ñâÿçíûé ñïèñîê è âñòàâëÿåì íîâûé ñïèñîê â îñíîâíîé ñïèñîê
íà ìåñòî âåðøèíû
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Ïñåâäîêîä àëãîðèòìà:

1. Euler(G){

2. List L;

3. Vertex v=<any vertex>;

4. do{

5. List L1;

6. SimpleCycle(v,L1);

7. insert(L,L1,v);

8. for(v=L.root;v!=null;v=v.next)

9. if(v has white edges) break;

10. }while(v!=null)

11. return L;

12. }

13. SimpleCycle(v,L1){

14. L1.add(v);

15. for(e in edges_from_v){

16. if(e.color==white){

17. e.color=black;

18. if(e.v1==v)

19. SimpleCycle(e.v2,L1);

20. else

21. SimpleCycle(e.v1,L1);

22. break;

23. }

24. }

25. }

Ïîÿñíåíèÿ: Àëãîðèòì ñîäåðæèò ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ïðîñòîãî öèêëà
(ïîñëå ñòðîêè 13). Â ñòðîêå 2 ñîçäàåì ïóñòîé ñïèñîê L. Çàòåì âûáèðàåì
ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó v(ñòðîêà 3). Çäåñü íå îïèñàíî êàê ìû ýòî äåëàåì,
ïîñêîëüêó ýòî çàâèñèò îò îðãàíèçàöèè äàííûõ. Äàëåå â öèêëå ïåðåáèðàåì
âñå âåðøèíû, èìåþùèå áåëûå ðåáðà (öèêë â ñòðîêàõ 4-10). Âíóòðè öèêëà
ìû îðãàíèçóåì íîâûé ñïèñîê L1, êóäà çàïèøåì ðåçóëüòàòû î÷åðåäíîãî ïî-
èñêà â ãëóáèíó. Çàòåì âñòàâëÿåì íàéäåííûé öèêë (ñïèñîê L1) â èñõîäíûé
ñïèñîê L (ñòðîêà 7). Äàëåå â ïîëíîì ñïèñêå L èùåì âåðøèíó v ñ áåëûìè
ðåáðàìè (ñòðîêè 8-9). Åñëè òàêàÿ âåðøèíà íå íàéäåíà, òî çàêàí÷èâàåì ðà-
áîòó (ñòðîêà 10). Ïðîöåäóðà ïîèñêà öèêëà, íà÷èíàÿ ñ çàäàííîé âåðøèíû
(ñòðîêà 13). Ìû äîáàâëÿåì ñòàðòîâóþ âåðøèíó â ñïèñîê. Çàòåì èùåì áå-
ëîå ðåáðî èç ýòîé âåðøèíû. Êàê òîëüêî íàõîäèì òàêîå ðåáðî (ñòðîêà 16),
êðàñèì ýòî ðåáðî â ÷åðíûé öâåò è ñ ïðîòèâîïîëîæíîé âåðøèíû ýòîãî ðåá-
ðà ïðîäîëæàåì ïîèñê (ñòðîêè 18-21). Äëÿ îïòèìèçàöèè ðàáîòû ìîæíî íà
âåðøèíàõ ïîääåðæèâàòü êîëè÷åñòâî èñõîäÿùèõ áåëûõ ðåáåð è ñïèñîê âåð-
øèí, êîòîðûå èìåþò áåëûå ðåáðà � ÷òîáû íå èñêàòü êàæäûé ðàç âåðøèíó
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ñ áåëûìè ðåáðàìè. Â òàáëèöå 4.4.1 ïîêàçàíî êàê ýòî ðàáîòàåò.

Òàáëèöà 4.3: Ïðèìåð ïîèñêà Ýéëåðîâîãî öèêëà.
ãðàô ñïèñîê âåðøèí

 b 

i 

a f e 

c 

j 

h g d 

Ñòàðòóÿ ñ âåðøèíû a ïðî-
õîäèì â ãëóáèíó ïî ðåá-
ðàì. Â ìîìåíò ïîêðàñêè
âåðøèíû i â ÷åðíûé öâåò
ó íåå ñåðûé ñîñåä - ñòàð-
òîâàÿ âåðøèíà a. Â ñïèñêå
L1: abcgjia

 b 

i 

a f e 

c 

j 

h g d abcgjia
Ïîìå÷àåì ðåáðà êàê ïðîé-
äåííûå.

 b 

i 

a f e 

c 

j 

h g d abcgjia

Â ñïèñêå âåðøèí îñòà-
ëèñü âåðøèíû ñ íåíóëå-
âûì ÷èñëîì ðåáåð. Ñòàð-
òóÿ ñ âåðøèíû, ñêàæåì, i,
íà-õîäèì öèêë: iebfi

 b 

i 

a f e 

c 

j 

h g d abcgj iebfi a
è âñòàâëÿåì öèêë iebfi íà
ìåñòî.

 b 

i 

a f e 

c 

j 

h g d abcgj iebfi a

Â ñïèñêå âåðøèí îñòà-
ëèñü âåðøèíû ñ íåíóëå-
âûì ÷èñëîì ðåáåð. Ñòàð-
òóÿ ñ âåðøèíû, ñêàæåì, c,
íàõîäèì öèêë: cdjhc.

 b 

i 

a f e 

c 

j 

h g d abcd jhcdj iabei a

Âñòàâëÿåì â ñïèñîê íà
ìåñòî âåðøèíû c öèêë
cdjhc. Ïîìå÷àåì ðåáðà
êàê ïðîéäåííûå.

4.4.2 Áèîèíôîðìàòèêà è çàäà÷à Ýéëåðà: ñåêâåíèðîâà-
íèå ãåíîìîâ

Ñîâðåìåííàÿ ñòðàòåãèÿ ñåêâåíèðîâàíèÿ ãåíîìîâ ïîäðàçóìåâàåò ìàññîâîå
ïðî÷òåíèå ñëó÷àéíûõ ôðàãìåíòîâ ãåíîìà è çàòåì ñáîðêó ãåíîìà. Õàðàê-
òåðíàÿ äëèíà ôðàãìåíòà � 300-800 íóêëåîòèäîâ. Äàëüøå âîçíèêàåò çàäà÷à
âîññòàíîâëåíèÿ ïîëíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãåíîìà. Äàëüøå âîçíèêàåò çà-
äà÷à ñáîðêè ãåíîìà � íåîáõîäèìî ïðî÷èòàííûå ôðàãìåíòû óïîðÿäî÷èòü.
Ïîñêîëüêó ÷èòàþòñÿ ñëó÷àéíûå ôðàãìåíòû, òî ìíîãèå èç íèõ ïåðåñåêàþò-
ñÿ (èìåþò îáùèå ôðàãìåíòû). Ýòè îáùèå ôðàãìåíòû è ÿâëÿþòñÿ êëþ÷îì
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äëÿ ñáîðêè ãåíîìà. Èòàê, ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàô: âåðøèíû � ïðî÷èòàííûå
ôðàãìåíòû, ðåáðà ïðîâîäÿòñÿ, åñëè ôðàãìåíòû èìåþò îáùèé êóñîê. Çàäà-
÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïðîâåñòè íà ýòîì ãðàôå ïóòü, ïðîõîäÿùèé
÷åðåç âñå âåðøèíû. Ê ñîæàëåíèþ, ñåêâåíèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ ôðàãìåíòîâ
ìîæåò ïðèâåñòè ê íå ñâÿçíîìó ãðàôó, ïîñêîëüêó ïî ñëó÷àéíûì ïðè÷èíàì
íåêîòîðûå ó÷àñòêè ãåíîìà ìîãóò îêàçàòüñÿ íåïîêðûòûìè ïðî÷èòàííûìè
ôðàãìåíòàìè. Äðóãàÿ ïðîáëåìà � çàäà÷à ïîèñêà ïóòè, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç
âñå âåðøèíû ãðàôà � çàäà÷à Ãàìèëüòîíà, ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé çàäà÷åé, äëÿ
êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò â ïðèíöèïå ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà (ýòà ïðîáëåìà
áóäåò îáñóæäàòüñÿ â çàêëþ÷èòåëüíîé ãëàâå êíèãè). Îäíàêî çàäà÷ó ñáîð-
êè ãåíîìà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê çàäà÷ó Ýéëåðà. Äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì
âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà áëîêè òàê, ÷òîáû â ïðåäåëàõ îäíîãî áëîêà áûëî
ñõîäñòâî ñ ôèêñèðîâàííûì íàáîðîì ôðàãìåíòîâ. Íàïðèìåð, ôðàãìåíò A ìû
ðàçîáüåì íà 4 áëîêà � ïåðâûé áëîê (A1) íå èìååò ñõîäñòâà ñ äðóãèìè ôðàã-
ìåíòàìè (ìíîæåñòâî ñõîäíûõ ôðàãìåíòîâ ïóñòî). Áëîê A2 èìååò ñõîäñòâî
òîëüêî ñ ôðàãìåíòîì H. Áëîê A3 èìååò ñõîäñòâî ñ ôðàãìåíòàìè H B. Ïî-
ñëåäíèé áëîê èìååò ñõîäñòâî ñ ôðàãìåíòàìè H, B, C. Ðåáðà ïðîâîäèì, åñëè
äâà áëîêà ñîïðèêàñàþòñÿ. Íàïðàâëåíèå ðåáåð îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ áëîêîâ. ßñíî, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû îáúÿñíèòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå
äàííûå, íàäî íàéòè ïóòü â ýòîì ãðàôå, êîòîðûé ïðîõîäèò ÷åðåç âñå ðåá-
ðà. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå íàø ãðàô ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòî ëèíåéêó èç
áëîêîâ. Ê ñîæàëåíèþ, â ðåàëüíîñòè òàêîãî ïðàêòè÷åñêè íèêîãäà íå áûâàåò.
Ñèòóàöèÿ, ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ.4.7 � ýòî åùå íå ñàìîå õóäøåå, ÷òî âñòðå-
÷àåòñÿ. Â çàäà÷å ñáîðêè ãåíîìîâ ãëàâíóþ ïðîáëåìó ïðåäñòàâëÿþò ïîâòîðû.
Ïîÿâëåíèå ïîâòîðà ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ðàçâåòâëåíèé â ãðàôå. Â ñëó÷àå
ïîâòîðà îäèí ôðàãìåíò áóäåò íàêëàäûâàòüñÿ íà ðàçíûå äðóãèå ôðàãìåí-
òû, ÷òî ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ öèêëîâ â ãðàôå. Ãðàô, ïðåäñòàâëåííûé íà
ðèñ.4.7 çàâåäîìî íå èìååò Ýéëåðîâîãî ïóòè, ïîñêîëüêó èìååò 5 âåðøèí ñ
íåíóëåâûì èíäåêñîì. Ýòî, ñêîðåå âñåãî, îòâå÷àåò ñëó÷àþ, êîãäà ïðî÷èòàíî
äâà íåçàâèñèìûõ ôðàãìåíòà, íî ýòè ôðàãìåíòû èìåþò ñõîäíûå ó÷àñòêè.
Åñëè áû áëîêè d, b1, è a3 èìåëè ñõîäñòâî, òî íàäî áûëî áû èõ ñêëåèòü.
Òîãäà ãðàô èìååò Ýéëåðîâ ïóòü, íî, ê ñîæàëåíèþ, îí íå îäíîçíà÷åí. Ãëÿäÿ
íà ðèñ.4.7 ñïðàâà âíèçó, ìîæíî ïîñòðîèòü íåñêîëüêî Ýéëåðîâûõ ïóòåé, íà-
ïðèìåð, A4 → Z → b2 · · · → Z → H4 → Z → g2 → Z → C4 · · · → Z → F4,
èëè A4 → Z → H4 → Z → C4... → Z → b2... → Z → g2 → Z → F4.
Áëîê Z ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïîâòîð. Ðåàëüíà ñèòóàöèÿ îñëîæíÿåòñÿ åùå
òåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èòàþòñÿ íå ñîâñåì òî÷íî, ïîýòîìó ïðè ñáîðêå
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü êà÷åñòâî ïðî÷òåíèÿ òîãî èëè èíîãî ôðàãìåíòà.

4.5 Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîðòèðîâêà

Äàí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Çàäà÷à: ïåðå÷èñëèòü âåðøèíû â òàêîì ïî-
ðÿäêå, ÷òîáû èç âåðøèíû ñ áîëüøèì íîìåðîì íå øëî ðåáåð â âåðøèíû ñ
ìåíüøèì íîìåðîì, èíûìè ñëîâàìè íàäî ñïðîåöèðîâàòü âåðøèíû íà ïðÿìóþ
òàê, ÷òîáû ñòðåëêè ãðàôà øëè òîëüêî íàïðàâî. Åñëè äâå âåðøèíû â ãðàôå
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Ðèñ. 4.7: Ãðàôû, ïîðîæäàåìûå çàäà÷åé ñáîðêè ãåíîìîâ. Ñëåâà íàâåðõó �
íàëîæåíèå ôðàãìåíòîâ è îòìå÷åííûå ó÷àñòêè ñõîäñòâà, ñïðàâà � ãðàô äëÿ
Ãàìèëüòîíîâîé ïîñòàíîâêè, â ñåðåäèíå è âíèçó � ãðàô äëÿ Ýéëåðîâîé ïî-
ñòàíîâêè. Âíèçó ñïðàâà ïîêàçàíà òîïîëîãèÿ ãðàôà. Îáîçíà÷åíèÿ: Ïðîïèñ-
íûå áóêâû - ôðàãìåíòû, ñòðî÷íûå - îáëàñòè ïåðåêðûòèÿ. Èíäåêñ � íîìåð
ñîîòâåòñòâóþùåãî áëîêà. Íàïðèìåð, a2 � ýòî âòîðîé áëîê â îáëàñòè ïå-
ðåêðûòèÿ a2, à A1 � îáëàñòü ôðàãìåíòà A áåç ïåðåêðûòèÿ. Ïóíêòèðîì íà
âòîðîì ðèñóíêå îáîçíà÷åíî ñõîäñòâî îáëàñòåé � îáëàñòü {a3,e2,g1} ñîâïà-
äàåò ñ îáëàñòüþ {b2,f,g3} è ñ îáëàñòüþ g. Íà íèæíåì ðèñóíêå âåðøèíà Z

ñîáèðàåò âñå îáëàñòè ïîâòîðà.

íåçàâèñèìû (íåëüçÿ ñêàçàòü, êàêàÿ èç íèõ ñòîèò "ïîçæå"äðóãîé), èõ âçà-
èìíîå ïîëîæåíèå â ñïèñêå íåâàæíî. Îäíàêî îíè ìîãóò áûòü óïîðÿäî÷åíû
îïîñðåäîâàíî, íàïðèìåð, åñëè ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè íåò íåïîñðåäñòâåí-
íî ðåáðà, íî ìåæäó íèìè åñòü âåðøèíà X òàêàÿ, ÷òî èç ïåðâîé âåðøèíû
åñòü ðåáðî â X, à èç âåðøèíû X åñòü ðåáðî âî âòîðóþ âåðøèíó. Çàäà÷à
òîïîëîãè÷åñêîé ñîðòèðîâêè ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ñîñòàâíîé ÷àñòüþ îáùåé çà-
äà÷è ïëàíèðîâàíèÿ. Åñëè ó Âàñ åñòü ñïèñîê âçàèìîñâÿçàííûõ äåë, òî íàäî
ñîñòàâèòü ïîðÿäîê èõ èñïîëíåíèÿ. Êàêèå-òî äåëà ìîæíî äåëàòü òîëüêî ïî-
ñëå òîãî, êàê çàâåðøàòñÿ íåêîòîðûå äðóãèå äåëà, à âûïîëíåíèå êàêèõ-òî
äðóãèõ äåë íå ñâÿçàíî äðóã ñ äðóãîì. Ýòó ñèòóàöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà. Âåðøèíû � ýòî äåëà, ðåáðà � ñâÿçè. Áóäåì
ïðîâîäèòü ðåáðî èç âåðøèíû A â âåðøèíó B , åñëè äåëî B ìîæíî äåëàòü
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òîëüêî ïîñëå äåëà A. ßñíî, ÷òî ñâÿçè äîëæíû áûòü óñòðîåíû òàê, ÷òîáû
â ïîëó÷åííîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå íå áûëî öèêëîâ. Âûñîêèé ïèëîòàæ
áþðîêðàòèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñîçäàíèè öèêëîâ â òàêîì ãðàôå äåë.

Îñíîâíîå ïðàâèëî ïðîåöèðîâàíèÿ: Åñëè èç âåðøèíû A â âåðøèíó B
èäåò ðåáðî, òî âåðøèíà B îáÿçàòåëüíî äîëæíà ñòîÿòü â ñïèñêå ïîçæå A.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ãðàôà èç äâóõ âåðøèí âèäà A → B ñïèñîê áóäåò AB.
Åñëè äâå âåðøèíû â ãðàôå íåçàâèñèìû (íåëüçÿ ñêàçàòü, êàêàÿ èç íèõ ñòîèò
"ïîçæå"äðóãîé), èõ âçàèìíîå ïîëîæåíèå â ñïèñêå íåâàæíî. Ñïðîåöèðóåì
ñîãëàñíî ïðèâåäåííûì ïðàâèëàì òàêîé ãðàô:

 

a

 

c 

b

 

d e

 

f 

g 

h 

Ñîðòèðîâàííûé ñïèñîê áóäåò:

à b c f e g h d

èëè
b a f c h e g d

Îáà âàðèàíòà äîïóñòèìû. Äåëî â òîì, ÷òî âåðøèíû a è b, h è e, h è g è
äðóãèå íåçàâèñèìûå âåðøèíû ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè. Ãëàâíîå, ÷òîáû âåð-
øèíà f âñåãäà ñòîÿëà ïîñëå a, e ïîñëå c, d ïîñëå f � âåðøèíû â ñïèñêå
äîëæíû íàõîäèòüñÿ ñîãëàñíî íàïðàâëåíèþ ðåáåð ãðàôà. Ìîæíî ïðèäóìàòü
íåñêîëüêî âàðèàíòîâ òàêèõ çàïèñåé, è âñå îíè áóäóò âåðíûìè. Òàêèì îá-
ðàçîì, àöèêëè÷åñêèé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô âñåãäà ìîæíî ñïðîåöèðîâàòü
íà ñïèñîê âåðøèí, ïðè ýòîì ÷àñòî âåðíûõ ïðîåêöèé ìîæåò áûòü íåñêîëü-
êî. Îïèñàííûé âûøå ñïîñîá ïðîåöèðîâàíèÿ ãðàôà íà ñïèñîê åãî âåðøèí
íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîðòèðîâêîé.

Ñìîòðÿ íà ãðàô, íà íàïðàâëåíèå ðåáåð â íåì, ìû ñîðòèðóåì ñïèñîê åãî
âåðøèí íàäëåæàùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì òîïîëîãè÷åñêóþ ñîðòèðîâêó íà
íàãëÿäíîì ïðèìåðå. Ó íàñ åñòü íåóïîðÿäî÷åííûé ñïèñîê ïðåäìåòîâ îäåæäû
(ñïèñîê âåðøèí ãðàôà). Ïóñòü ó íàñ åñòü ïðîáëåìà � íàäî íàäåòü ñëåäóþ-
ùèå âåùè:

• Ïèäæàê

• Áðþêè

• Ãàëñòóê

• Ðóáàøêà

• Ðåìåíü

• Áîòèíêè

• Íîñêè
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• ×àñû
ßñíî, ÷òî íåêîòîðûå âåùè íåëüçÿ íàäåòü ðàíüøå äðóãèõ. Íàïðèìåð, ïî-
ïðîáóéòå íàäåòü íîñêè ïîñëå òîãî, êàê íàäåòû áîòèíêè. Ïîñòðîèì îðèåí-
òèðîâàííûé ãðàô ïî ïðèíöèïó "÷òî çà ÷åì ìîæíî íàäåâàòü". Åñëè âåùü
a íàäåâàåòñÿ ðàíüøå âåùè b, ðåáðî èäåò èç â b. Ïîëó÷àåì òàêîé ãðàô
(ðèñ.4.8).

 

 

  

 

 

   

Брюки Ремень Рубашка

Пиджак Галстук

Ботинки Носки Часы

Ðèñ. 4.8: Ãðàô ïðîöåññà îäåâàíèÿ.

4.5.1 Àëãîðèòì òîïîëîãè÷åñêîé ñîðòèðîâêè

1. Áåðåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó ãðàôà, íà÷èíàåì ñ íåå ïîèñê â ãëóáèíó

2. Ïðè ïîèñêå â ãëóáèíó, êîãäà âåðøèíà ÷åðíååò, äîáàâëÿåì åå â ñïèñîê,
çà íåé ïî÷åðíåâøóþ ñëåäóþùåé è òàê äàëåå.

3. Êîãäà âñå âåðøèíû ïî÷åðíåëè ïîëó÷åííûé ñïèñîê ðàçâîðà÷èâàåì.

Ðåàëèçóåì ïðèâåäåííûé àëãîðèòì íà íàøåì "îäåæíîì"ïðèìåðå. Áåðåì
íåóïîðÿäî÷åííûé ñïèñîê âåðøèí è íà÷èíàåì îáõîä â ãëóáèíó ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ãðàôà ñ ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû, ê ïðèìåðó, "áðþêè". Îáõîä â ãëóáèíó
äàåò íàì ñëåäóþùèé ïîðÿäîê âåðøèí:

Áîòèíêè → Ïèäæàê → Ðåìåíü → Áðþêè

Îñòàëèñü íå ïðîñìîòðåííûå âåðøèíû. Ñòàðòóåì ñ "ðóáàøêè". Ïîëó÷àåì:

Áîòèíêè → Ïèäæàê → Ðåìåíü → Áðþêè → Ãàëñòóê → Ðóáàøêà

Ïðîäîëæàÿ ïðîöåäóðó ïîëó÷àåì íàêîíåö:

Áîòèíêè → Ïèäæàê → Ðåìåíü → Áðþêè →
Ãàëñòóê → Ðóáàøêà → Íîñêè → ×àñû

Ðàçâîðà÷èâàÿ ñïèñîê íàõîäèì, íàêîíåö ïîðÿäîê íàäåâàíèÿ âåùåé:

×àñû → Íîñêè → Ðóáàøêà → Ãàëñòóê → Áðþêè →
Ðåìåíü → Ïèäæàê → Áîòèíêè

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîðòèðîâêà ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïëàíèðîâàíèè êàêèõ-
òî ìåðîïðèÿòèé, ýêñïåðèìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè, îíà èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå
ïðåäâàðèòåëüíîãî ýòàïà àëãîðèòìà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïî-
èñêà îïòèìàëüíîãî ïóòè â ãðàôå.
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Óïðàæíåíèå 26. Íàïèøèòå ïñåâäîêîä ïðîöåäóðû òîïîëîãè÷åñêîé ñîðòè-
ðîâêè.

4.6 Ïîèñê îïòèìàëüíîãî ïóòè â ãðàôå

Åñòü ìíîæåñòâî ïîáóæäàþùèõ ïðèìåðîâ äëÿ ïîñòàíîâêè ïîèñêà îïòèìàëü-
íîãî ïóòè â ãðàôå. Ýòî ìîæåò áûòü è ñàìûé êîðîòêèé ïóòü (â ñìûñëå êè-
ëîìåòðîâ), è ñàìûé áûñòðûé � îí íå îáÿçàòåëüíî ñàìûé êîðîòêèé � íà
êîðîòêîì ïóòè ìîæåò áûòü ïðîáêà, è ñàìûé äåøåâûé � äîðîãà ìîæåò áûòü
òàêîé, ÷òî ïðîåçä ïî íåé îáîéäåòñÿ áîëüøèì ðåìîíòîì. Ýòîãî ðîäà çàäà÷è
âîçíèêàþò ñïëîøü è ðÿäîì ïðè ìàðøðóòèçàöèè ïàêåòîâ â êîìïüþòåðíîé
ñåòè, â ÷àñòíîñòè â Èíòåðíåòå. Â ëþáîì ñëó÷àå íàì âàæíî, ÷òî:

1. äàí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô;

2. íà ðåáðàõ ãðàôà îïðåäåëåíû âåñà (ò.å. ãðàô âçâåøåííûé);

3. Âåñ ïóòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà âåñîâ ðåáåð, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäèò
ýòîò ïóòü.

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì. ÷òîáû íàéòè ïóòü ìèíèìàëüíîãî (èëè ìàêñèìàëüíî-
ãî) âåñà.

Ðàññìîòðèì îäèí èç ïðèìåðîâ, âîçíèêàþùèõ â áèîèíôîðìàòèêå, êîãäà
íåîáõîäèìî íàéòè îïòèìàëüíûé ïóòü. Â ðåçóëüòàòå ñåêâåíèðîâàíèÿ ÄÍÊ
(íàïðèìåð, ãåíîìà) ïîëó÷åí ðÿä ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîòîðûå íàäî ñî-
áðàòü â ïîëíûé ãåíîì. Òîãäà ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñòðîèì ãðàô,
âåðøèíà � ïðî÷èòàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ðåáðî ïðîâîäèòñÿ, åñëè ñóô-
ôèêñ ïåðâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâåí ïðåôèêñó âòîðîé. Âåñ ðàâåí äëèíå
îáùåé ÷àñòè. Ïóòü ñ íàèáîëüøèì âåñîì äàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãåíîìà.

Çàäà÷à: äàí ñâÿçíûé îðèåíòèðîâàííûé âçâåøåííûé (ò.å. íà êàæäîì ðåáðå
ãðàôà íàïèñàíî íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî) ãðàô.

Íàéòè: ïóòü ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè, èìåþùèé ìèíèìàëüíûé (ìàêñè-
ìàëüíûé) âåñ.

4.6.1 Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå äëÿ ïîèñêà îï-
òèìàëüíîãî ïóòè

Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïî-ðàçíîìó â çàâèñèìîñòè îò íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëü-
íûõ óñëîâèé. Èòàê, çàäà÷à. Äàí àöèêëè÷åñêèé îðèåíòèðîâàííûé âçâåøåí-
íûé ãðàô. Çàäà÷à � íàéòè ïóòü ìèíèìàëüíîãî (ìàêñèìàëüíîãî) âåñà ìåæäó
äâóìÿ âåðøèíàìè (B è E).

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ âåðøèíó v. Äîïóñòèì, ìû çíàåì âåñà wi îïòè-
ìàëüíûõ ïóòåé äî âñåõ âåðøèí, íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùèõ âåðøèíå
v, ò.å. äëÿ âñåõ âåðøèí ui ∈ {prev(v)}, èç êîòîðûõ åñòü ðåáðà ei = (ui, v).
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Òîãäà íåñëîæíî âû÷èñëèòü âåñ îïòèìàëüíîãî ïóòè, âåäóùåãî â âåðøèíó v.
Äåéñòâèòåëüíî, âåñ ïóòè, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç âåðøèíó ui ðàâåí w(B, ui, v) =
wi+w(ei). Òîãäà íàèìåíüøèé âåñ ïóòè èç íà÷àëüíîé âåðøèíû B â âåðøèíó
v ðàâåí:

w(B, v) = min
i
{w(B, ui, v)} = min

i
{wi + w(ei)}

Ýòî ñîîáðàæåíèå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü àëãîðèòì ïîèñêà âåñà îïòèìàëüíîãî
ïóòè èç âåðøèíû B â âåðøèíó E. Ïðèïèøåì êàæäîé âåðøèíå v âåñ w(v),
ðàâíûé âåñó îïòèìàëüíîãî ïóòè èç íà÷àëà B â ýòó âåðøèíó. ßñíî, ÷òî âåñ,
ïðèïèñàííûé âåðøèíå B ðàâåí 0, ïîñêîëüêó ïóòü èç B â B íå ñîäåðæèò
íè îäíîãî ðåáðà. Äàëüøå ìû ìîæåì ïðîñìîòðåòü âñåõ ñîñåäåé âåðøèíû B
è îïðåäåëèòü âåñ îïòèìàëüíîãî ïóòè â íèõ. Êîãäà ìû îáðàáîòàåì âåðøèíó
E, ìû íàéäåì âåñ îïòèìàëüíîãî ïóòè. Íà ñàìîì äåëå ýòî íå ñîâñåì òàê.
Ðàññìîòðèì ôðàãìåíò ãðàôà íà ðèñ.4.9. Åñëè ìû áóäåì ïîäñ÷èòûâàòü âåñ

 

a
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B

 

d
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1 
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1 

1 

Ðèñ. 4.9: Ïîáóäèòåëüíûé ïðèìåð äëÿ íåîáõîäèìîñòè òîïîëîãè÷åñêîé ñîðòè-
ðîâêè.

äëÿ âåðøèíû d, íå îïðåäåëèâ âåñà ó âåðøèíû c, òî ìû ïîëîæèì åå ðàâíîé 8.
Õîòÿ î÷åâèäíî, ÷òî îïòèìàëüíûé ïóòü â âåðøèíó ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû
a è c. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ìû áóäåì ñíà÷àëà ñ÷èòàòü îïòèìàëüíûé âåñ
äëÿ âåðøèíû c, à ïîòîì äëÿ âåðøèíû d, òî ìû ïîëó÷èì âåñ 5, ÷òî òàêæå
íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì âåñîì. À ïðàâèëüíûé ïîðÿäîê âû÷èñëåíèÿ âåñîâ
òàêîé: ñíà÷àëà èäåò âåðøèíà a, ïîòîì âåðøèíà c è òîëüêî çàòåì âåðøèíà
d. Òàêèì îáðàçîì, ïîðÿäîê îáõîäà âåðøèí äîëæåí áûòü òàêîâûì, ÷òîáû
ñíà÷àëà áûëè îáðàáîòàíû âåðøèíû, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò ïîñëåäóþùèõ
âåðøèí, èíûìè ñëîâàìè íåîáõîäèìî ïðîâåñòè òîïîëîãè÷åñêóþ ñîðòèðîâêó
âåðøèí. Ïðè ýòîì âñå âåðøèíû, êîòîðûå â ðåçóëüòàòå òîïîëîãè÷åñêîé ñîð-
òèðîâêè ïåðåä âåðøèíîé B, ðàâíî è âåðøèíû, ñòîÿùèå ïîñëå âåðøèíû E,
ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ. Èç ñêàçàííîãî ÿñíî, ïî÷åìó äëÿ òàêîãî
àëãîðèòìà íåîáõîäèìî, ÷òîáû ãðàô áûë àöèêëè÷åñêèì. Èòàê, àëãîðèòì:

1. Ïðîâåñòè òîïîëîãè÷åñêóþ ñîðòèðîâêó âåðøèí.

2. Îòáðàñûâàåì âñå âåðøèíû, ïðåäøåñòâóþùèå ñòàðòîâîé âåðøèíå B è
ñëåäóþùèå çà âåðøèíîé E.

3. Â öèêëå ïî ñîðòèðîâàííûì âåðøèíàì îïðåäåëÿåì âåñ âåðøèí, êàê ìè-
íèìóì ñóìì âåñîâ íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùèõ âåðøèí è ðåáåð.
Ïîñëå îáðàáîòêè ïîñëåäíåé âåðøèíû (E) ìû îïðåäåëèì âåñ îïòèìàëü-
íîãî ïóòè.
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Îïèñàííûé àëãîðèòì íàõîäèò òîëüêî âåñ îïòèìàëüíîãî ïóòè, íî ïðè ýòîì
ó íàñ íåò îïòèìàëüíîãî ïóòè (à õîòåëîñü áû...). Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè
îïòèìàëüíûé ïóòü íàäî, ÷òîáû â âåðøèíàõ ãðàôà áûë åùå îäèí àòðèáóò �
ññûëêà íà âåðøèíó íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì:

π(v) = argmini (w (ui) + w (uk(v)))

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñåòü îïòèìàëüíûõ ïåðåõîäîâ îáðàçóåò äåðå-
âî. Àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ðåêóðñèâíîì âû÷èñëåíèè öåëåâîé ôóíêöèè,
íàçûâàåòñÿ àëãîðèòìîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Àëãîðèòìû äè-
íàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ íå òîëüêî ïðè îïòèìèçàöèè
íà ãðàôàõ, íî è ïðè îïòèìèçàöèè äðóãèõ îáúåêòîâ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîñ-
ñòàíîâèòü ïóòü íàäî ïðîâåñòè îáðàòíûé ïðîñìîòð. Íà÷èíàåì ñ âåðøèíû
E. Åå àòðèáóò π(E) ñêàæåò íàì îòêóäà ìû ïðèøëè â âåðøèíó E. Ïåðåõî-
äÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ññûëêîé â íîâóþ âåðøèíó v1 = π(E) îïðåäåëèì åå
ïðåäøåñòâåííèêà v2 = π(v1), è ò.ä.

Ïñåâäîêîä àëãîðèòìà:

1. DinProg(B,E){

2. Vertex v[]=Topol_Sort();

3. int ib, ie;

4. for(i=0; i<v.length; i++){

5. if(v[i]==B) ib=i;

6. if(v[i]==E) ie=i;

7. }

8. if(ie < ib) return "no path";

9. v[ib].weight=0;

10. for(i=ib+1; i <= ie; i++){

11. v[i].weight=INFINITY;

12. for(each w in v.previous){

13. ww=w.weight+weight(w,v[i]);

14. if(ww < v[i].weight) {

15. v[i].weight=ww;

16. v[i].pi=w;

17. }

18. }

19. }

20. Stack path;

21. w=E;

22. while(w!=B){

23. path.push(w);

24. w=w.pi;

25. }

26. return path;
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27. }

Ïîÿñíåíèÿ. Ïðîãðàììà ñîñòîèò èç òðåõ ýòàïîâ: òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîðòè-
ðîâêà è àíàëèç èñõîäíûõ äàííûõ (ñðîêè 2-8). Â ñòðîêå 8 îïðåäåëÿåòñÿ ñó-
ùåñòâóåò ëè ïóòü èç âåðøèíû B â âåðøèíó E. Â ñòðîêàõ 9-19 ïðîèñõîäèò
ïîèñê îïòèìàëüíîãî âåñà. Ñòðîêà 9 îçíà÷àåò, ÷òî îïòèìàëüíûé âåñ ïóòè
èç íà÷àëà â íà÷àëî ðàâåí 0. Ñòðîêè 11-17 íàõîäÿò îïòèìàëüíûé âåñ äëÿ
âåðøèíû v[i], â ñòðîêå 16 çàïîìèíàåì îïòèìàëüíûé ïóòü. Ñòðîêè 20-25
ïîñâÿùåíû îáðàòíîìó ïðîñìîòðó è âîññòàíîâëåíèþ ïóòè. Ïóòü çàïîìèíà-
åòñÿ â ñòåêå.

Â òàáëèöå 4.6.3 ïðèâåäåí ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà äèíàìè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ãðàôà:
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Çàìåòèì, ÷òî íàì íà ñàìîì äåëå íåâàæíî, ïîëîæèòåëüíûå èëè îòðèöà-
òåëüíûå âåñà çàäàíû íà ðåáðàõ. Áîëåå òîãî, ýòîò àëãîðèòì ïðèìåíèì êàê
äëÿ ìèíèìèçàöèè âåñà ïóòè, òàê è äëÿ åãî ìàêñèìèçàöèè � ñòîèò òîëüêî
çàìåíèòü îïåðàöèþ min íà max.

4.6.2 Îöåíêà âðåìåíè ðàáîòû äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ

Îöåíèì âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîðòèðîâêà òðåáóåò âðå-
ìåíè ïîðÿäêà T = O(|V |+|E|). Öèêë â ñòðîêàõ 4-7 îáðàáàòûâàåòñÿ çà âðåìÿ
T = O(|V |). Âðåìÿ ðàáîòû öèêëà 10-19 ñîñòàâëÿåò T = O(|V |+|E|), ïîñêîëü-
êó â ýòîì öèêëå (ïðè ïðàâèëüíîé îðãàíèçàöèè äàííûõ) ïðîñìàòðèâàåòñÿ
êàæäàÿ âåðøèíà è êàæäîå ðåáðî ïî îäíîìó ðàçó. Âðåìÿ îáðàòíîãî ïðîõîäà
ðàâíî äëèíå îïòèìàëüíîãî ïóòè. Â õóäøåì ñëó÷àå T = O(|V |). Èòîãî:

T = O(|V |+ |E|) +O(|V |) +O(|V |+ |E|) +O(|V |) = = O(|V |+ |E|)

4.6.3 Áèîèíôîðìàòè÷åñêèå ïðèìåíåíèÿ ïîèñêà îïòèìàëü-
íîãî ïóòè â ãðàôå. Âûðàâíèâàíèå

Çàäà÷à âûðàâíèâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âîçíèêàåò âî ìíîãèõ çàäà÷àõ
áèîèíôîðìàòèêè è ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ áèîèí-
ôîðìàòèêè. Íà ñàìîì äåëå ýòà çàäà÷à âîçíèêëà íàìíîãî ðàíüøå êàê çàäà-
÷à îïðåäåëåíèÿ ðåäàêöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ. Ðåäàêöèîííûì ñîáûòèåì áóäåì
íàçûâàòü îäíî èç äåéñòâèé: óäàëåíèå ñèìâîëà èç ñëîâà, âñòàâêà ñèìâîëà â
ñëîâî, çàìåíà ñèìâîëà. Ðåäàêöèîííûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó ñëîâàìè íàçû-
âàåòñÿ ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðåäàêöèîííûõ ñîáûòèé ïåðåâîäÿùèõ îäíî
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Òàáëèöà 4.4: Ïðèìåð äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ïîèñêà îïòè-
ìàëüíîãî ïóòè â ãðàôå.
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B(0); a(∞,?);
d(∞,?); c(∞,?);
f(∞,?); E(∞,?);

Âåñà âñåõ âåðøèí, êðîìå íà-
÷àëüíîé íå îïðåäåëåíû.
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B(0); a(2, B);
d(∞,?); c(∞,?);
f(∞,?); E(∞,?);

Îáðàáàòûâàåì âåðøèíó a. Ó
íåå åäèíñòâåííûé ïðåäøå-
ñòâåííèê � âåðøèíà B.

w(a) =w(B) + w(Ba) =

=0 + 2 = 2
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B(0); a(2, B);
d(1, B); c(∞,?);
f(∞,?); E(∞,?);

Âåðøèíà d � äâà ïðåäøå-
ñòâåííèêà a è B.

w(d) = min{(w(B) + w(Bd)),

(w(a) + w(ad))} =
= min{(0 + 1), (2 + 2)} = 1
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B(0); a(2, B);
d(1, B); c(∞,?);
f(4, d); E(∞,?);

Âåðøèíà f � îäèí ïðåäøå-
ñòâåííèê d.

w(f) = w(d) + w(df) =

= 1 + 3 = 4
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B(0); a(2, B);
d(1, B); c(8, f);
f(4, d); E(∞,?);

Âåðøèíà c � äâà ïðåäøåñòâåí-
íèêà a è f.

w(c) = min{(w(a) + w(ac)),

(w(f) + w(fc))} =
= min{(4 + 4), (2 + 7)} = 8
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B(0); a(2, B);
d(1, B); c(7, f);
f(4, d); E(f, 5);

Âåðøèíà E � äâà ïðåäøå-
ñòâåííèêà c è f.

w(E) = min{(w(c) + w(cE)),

(w(f) + w(fE))} =
= min{(5 + 7), (4 + 1)} = 5
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ñëîâî â äðóãîå. Çàäà÷à î ðåäàêöèîííîì ðàññòîÿíèè âîçíèêàåò âî ìíîãèõ
êîíòåêñòàõ. Íàïðèìåð, ñèñòåìà èñïðàâëåíèÿ îïå÷àòîê ìîæåò ïûòàòüñÿ ïî-
ñòðîèòü âûðàâíèâàíèå íàïå÷àòàííîãî ñëîâà ñ îäíèì èç ñëîâ ñëîâàðÿ è òåì
ñàìûì èñïðàâèòü îïå÷àòêó. Àíàëîãè÷íûå àëãîðèòìû èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïî-
èñêå ïëàãèàòà. Â áèîëîãèè çàäà÷à èìååò òðàêòîâêó: íàéòè ìèíèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ ýâîëþöèîííûõ ñîáûòèé.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîñòðîèì ãðàô. Âåðøèíû ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò ñî-
ïîñòàâëåíèþ ïðåôèêñîâ ñëîâ. Ðåáðà ãðàôà � ðåäàêöèîííûå ñîáûòèÿ, êîòî-
ðûå óäëèíÿþò îäèí èëè îáà ïðåôèêñà, ò.å. äîáàâëÿþò ñèìâîë â îäíó ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (à â äðóãóþ � äîáàâëÿþò ïðîïóñê ñèìâîëà) èëè â äðóãóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èëè â îáå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òîãäà ìîæíî ïîñòðî-
èòü ãðàô äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåäàêöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ è íàéòè êðàò÷àéøèé
ïóòü â ýòîì ãðàôå. Èòàê, îïðåäåëèì ðåäàêöèîííîå ðàññòîÿíèå äëÿ ñëîâ
aacggatcg è aaggattcg. Ãðàô ðåäàêöèîííûõ ðàññòîÿíèé îðãàíèçîâàí â âè-
äå òàáëèöû (ðèñ.4.10). Ãîðèçîíòàëüíûå ïåðåõîäû ïîðîæäàþò ñèìâîëû â ãî-
ðèçîíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èëè (÷òî òî æå ñàìîå) ïðîïóñê â âåðòè-
êàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âåðòèêàëüíûå ñòðåëêè ñîîòâåòñòâóþò âñòàâêå
â âåðòèêàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ïðîïóñê â ãîðèçîíòàëüíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè). Ýòèì ïåðåõîäàì âñåãäà ñîîòâåòñòâóåò îäíî ñîáûòèå ðåäàêòèðî-
âàíèÿ. Äèàãîíàëüíûå ñòðåëêè ñîîòâåòñòâóþò ñîïîñòàâëåíèþ ñèìâîëîâ (îíè
ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî ðàçëè÷àþòñÿ). Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñîâïàäàþò ñî-
îòâåòñòâóþùèå ñèìâîëû èëè íåò âåñ ýòèõ ñòðîê áóäåò ëèáî 0 (íåò ñîáûòèÿ
ðåäàêòèðîâàíèÿ) ëèáî 1 (ðåäàêòèðîâàíèå � çàìåíà). Âàæíî, ÷òî â ýòîì
ãðàôå åñòü ñòðîêè è ñòîëáöû, êîòîðûå íå ñîîòâåòñòâóþò ñèìâîëàì ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè (îòìå÷åíû ñåðûì). Ýòè ñòðîêè (ðÿäû) ñîîòâåòñòâóþò êðàåâûì
äåëåöèÿì. Ëþáîé ïóòü íà ýòîì ãðàôå ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ðåäàêöèîííûõ ñîáûòèé, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, âûðàâíèâàíèþ.

Óïðàæíåíèå 27. Êàêîìó âûðàâíèâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò ïóòü: ñíà÷àëà
ïî âåðõíåé ãîðèçîíòàëüíîé ñòðîêå äî êîíöà, çàòåì ïî ïðàâîìó âåðòèêàëü-
íîìó ñòîëáöó äî êîíöà?

Óïðàæíåíèå 28. Åñòü ëè íåîáõîäèìîñòü ïðîâîäèòü äëÿ ýòîãî ãðàôà òî-
ïîëîãè÷åñêóþ ñîðòèðîâêó?

Òàáëèöà 4.6.3 ïîêàçûâàåò âû÷èñëåíèå ðåäàêöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. Îíî îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì 2 � åñòü âñòàâêà â ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü 1 è âñòàâêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 2:

aacggat-cg

aa-ggattcg

4.6.4 Ïîëóêîëüöî. Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå íàä
ïîëóêîëüöîì

Àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èñïîëüçóåò ðåêóðñèþ

w(B, v) = min
i:ui∈{prev(v)}

{w(B, ui, v)} = min
i
{wi + w(ei)}
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Ðèñ. 4.10: Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåäàêöèîííî-
ãî ðàññòîÿíèÿ. ×åðíûì îòìå÷åíû ñòàðòîâàÿ è ôèíàëüíàÿ âåðøèíû.

Îïåðàöèþ ìèíèìóìà ïî âñåì âàðèàíòàì íà ñàìîì äåëå åñòü îáîáùåíèå áè-
íàðíîé îïåðàöèè ìèíèìóìà: áåðåì ïåðâûå äâà ýëåìåíòà, âû÷èñëÿåì ìèíè-
ìóì, çàòåì âû÷èñëÿåì ìèíèìóì îò ïîëó÷åííîãî çíà÷åíèÿ è ñëåäóþùåãî
ýëåìåíòà ò ò.ä.:

min
i
{wi + w(ei)} = min (v1 + e1,min (v2 + e2,min (· · · )))

Ìèíèìóì íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ áèíàðíîé îïåðàöèåé, òàêîé æå êàê, ñêà-
æåì ñëîæåíèå. Åñëè ìû ââåäåì ñòðàííûå îáîçíà÷åíèÿ, à èìåííî âìåñòî +
áóäåì ïèñàòü ⊗ , à âìåñòî min áóäåì ïèñàòü ⊕ òî ìîæíî ïåðåïèñàòü ýòî
âûðàæåíèå â âèäå:

min (v1 + e1,min (v2 + e2,min (· · · ))) =
= (v1 ⊗ e1)⊕ (v2 ⊗ e2)⊕ · · · ⊕ vn =

=
⊕
i

(vi ⊗ ei)

Èòàê, ó íàñ ïðè ðåêóðñèè èñïîëüçóåì äâå îïåðàöèè � ñëîæåíèå è âçÿòèå
ìèíèìóìà. Ïðè ýòîì íàì âàæíû íåêîòîðûå âåùè, à èìåííî õîòåëîñü áû,
÷òîáû, íàïðèìåð, áûëî ñâîéñòâî a ⊕ (b ⊕ c)=(a ⊕ b) ⊕ c . Ïðèíöèïèàëüíî
âàæíî, ÷òîáû âåñ ïóòè áûë ñóììîé âåñîâ ïîäïóòåé è, íàâåðíîå, ðÿä äðóãèõ
ñâîéñòâ. Èòàê,

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîëóêîëüöîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî M íà êîòîðîì
îïðåäåëåíû äâå áèíàðíûå îïåðàöèè ⊕ è ⊗ îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè:
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Òàáëèöà 4.5: Ïðèìåð äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ïîèñêà îïòè-
ìàëüíîãî ïóòè â ãðàôå.

a a c g g a t c g
0 →1 →2 →3 →4 →5 →6 →7 →8 →9

a ↓1 ↘0 →1 →2 →3 →4 →5 →6 →7 →8
a ↓2 →1 ↘0 →1 →2 →3 →4 →5 →6 →7
g ↓3 →2 ↓1 ↘1 ↘1 →2 →3 →4 →5 →6
g ↓4 →3 ↓2 ↓2 ↘1 ↘1 →2 →3 →4 →5
a ↓5 →4 ↘3 ↓3 ↓2 ↘2 →1 →3 →4 →5
t ↓6 →5 ↓4 ↘4 ↘4 →3 ↘2 →1 →2 →3
t ↓7 ↓6 ↓5 ↘5 ↘5 ↓4 ↓3 ↘2 →3 →4
c ↓8 ↓7 ↓6 ↘5 ↘6 ↓5 ↓4 ↓3 ↘2 →3
g ↓9 ↓8 ↓7 ↓6 ↘5 ↘6 ↓5 ↓4 ↓3 ↘2

Òàáëèöà 4.6: Ïðèìåðû ïîëóêîëåö.
Ìíîæåñòâî ⊕ ⊗ 0

öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà + × 0
êâàäðàòíûå ìàòðèöû + × íóëåâàÿ ìàòðèöà

true, false or and false
R, +∞ min + +∞
R, −∞ max + −∞

• a⊕ b � êîììóòàòèâíîñòü ïî �ñëîæåíèþ�

• a⊕ (b⊕ c) = (a⊕ b)⊕ c � àññîöèàòèâíîñòü ïî �ñëîæåíèþ�

• a⊗ (b⊗ c)=(a⊗ b)⊗ c � àññîöèàòèâíîñòü ïî �óìíîæåíèþ�

• ∃0 : a⊕ 0 = a � Ñóùåñòâîâàíèå 0

• a⊗ (b⊕ c) = a⊗ b⊕ a⊗ c � ïðàâàÿ äèñòðèáóòèâíîñòü

• (a⊕ b)⊗ c = a⊗ b⊕ a⊗ c � ëåâàÿ äèñòðèáóòèâíîñòü

Òàêèì îáðàçîì, äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå ìîæíî ïðèìåíÿòü íå
òîëüêî äëÿ ïîèñêà ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà, íî è äëÿ ðåøåíèÿ äðóãèõ
çàäà÷. Âîïðîñ òîëüêî êàêèõ . . . Âîçüìåì, ê ïðèìåðó, ïîëóêîëüöî íåîòðèöà-
òåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë ñ åñòåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè. Íà ðåáðàõ îïðåäåëèì
çíà÷åíèå âåñà = 1. Â ñòàðòîâîé âåðøèíå B îïðåäåëèì âåñ 1. Òîãäà îïòè-
ìàëüíûé âåñ, ïîäñ÷èòàííûé â âåðøèíå E, äàñò íàì ÷èñëî ïóòåé èç B â E.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóòü èç B â B åäèíñòâåííûé. Äîïóñòèì âñå íà âñåõ âåð-
øèíàõ ui, ïðåäøåñòâóþùèõ âåðøèíå v îïðåäåëåíî êîëè÷åñòâî ïóòåé èç B.
Òîãäà êîëè÷åñòâî ïóòåé, âåäóùèõ â âåðøèíó v ðàâíî ñóììå ÷èñåë ïóòåé â
ïðåäøåñòâóþùèå âåðøèíû. Íà ñàìîì äåëå ñóùåñòâóþò áîëåå èçîùðåííûå
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ñïîñîáû ïðèìåíåíèÿ ïîëóêîëåö ïðè ïîäñ÷åòå ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí. Óïîìÿ-
íåì ïîäñ÷åò ñòàòèñòè÷åñêèõ ñóìì èëè ïîëíûõ âåðîÿòíîñòåé. Ýòè çàäà÷è
ïîäðîáíî îáñóæäàþòñÿ â òåîðèè ñêðûòûõ Ìàðêîâñêèõ ìîäåëåé.

4.6.5 Ïîèñê ìèíèìàëüíîãî ïóòè â ãðàôå, ñîäåðæàùåì
öèêëû. Àëãîðèòì Äåéêñòðû

Ïðåäñòàâèì ñåáÿ âîäèòåëåì àâòîìîáèëÿ, ïûòàþùåãîñÿ ïðîåõàòü îò ÔÁÁ äî
ñòàíöèè ìåòðî "Óíèâåðñèòåò"â óñëîâèÿõ ñèëüíûõ ïðîáîê. Ñîñòàâèì ïëàí
äîðîã, ñîåäèíÿþùèõ ýòè ìåñòà (ðèñ.4.11). Êðóæêàìè íà íåì ïîêàçàíû âåð-
øèíû "ãðàôà îáúåçäà� íàèáîëåå âàæíûå ïóíêòû (ÔÁÁ è ìåòðî � òîæå
âåðøèíû). Ñòðåëêè � ýòî ðåáðà ãðàôà, ïîêàçûâàþùèå âñåâîçìîæíûå ïðÿ-
ìûå è îêîëüíûå ïóòè ìåæäó ïóíêòàìè-ðåáðàìè. Íà ðåáðàõ, âîîáùå ãîâîðÿ,
åñòü âåñà (âàðèàíòû: ñëîæíîñòü îáúåçäà, äëèíà ïóòè, âåðîÿòíîñòü ïðîáêè).
Âñå ýòî âìåñòå îáðàçóåò îðèåíòèðîâàííûé âçâåøåííûé ãðàô â êîòîðîì åñòü
öèêëû. ×òîáû "ñ êîìôîðòîì"äîáðàòüñÿ îò ÔÁÁ äî ìåòðî, õîðîøî áûëî áû
íàéòè îïòèìàëüíûé ïóòü â ýòîì ãðàôå.

 

Ðèñ. 4.11: Ñõåìà ïðîåçäà â ðàéîíå Óíèâåðñèòåòà.

Âûøå ìû óïîìèíàëè, ÷òî äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå íà öèêëè÷å-
ñêîì ãðàôå íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó äëÿ òàêîãî ãðàôà íåëüçÿ ñäåëàòü òîïî-
ëîãè÷åñêóþ ñîðòèðîâêó, ñëóæàùóþ âî ìíîãîì îñíîâîé äèíàìè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîãî àëãîðèòìà íàì ïîòðåáóåòñÿ íîâàÿ
ñòðóêòóðà äàííûõ � î÷åðåäü ñ ïðèîðèòåòàìè. Ýëåìåíòû î÷åðåäè ñ ïðè-
îðèòåòàìè èìåþò äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð � ïðèîðèòåò. Âõîä ýëåìåíòà
â î÷åðåäü òàêîé æå, êàê â îáû÷íîé î÷åðåäè. Îäíàêî èç î÷åðåäè ñíèìàåòñÿ
ýëåìåíò ñ íàèâûñøèì ïðèîðèòåòîì. Åñëè åñòü íåñêîëüêî ýëåìåíòîâ ñ îäè-
íàêîâûìè ïðèîðèòåòàìè, òî ñíèìåòñÿ òîò ýëåìåíò, êîòîðûé ïðèøåë ðàíü-
øå. Ýòî òî, êàê ðàáîòàåò îáû÷íàÿ î÷åðåäü (íàïðèìåð, â ñáåðáàíêå), êîãäà
âåòåðàíû èìåþò ïðàâî âíåî÷åðåäíîãî îáñëóæèâàíèÿ. Åñëè îäíîâðåìåííî
ïðèäåò íåñêîëüêî âåòåðàíîâ, òî îíè îáðàçóþò ñâîþ î÷åðåäü, êîòîðàÿ îá-
ñëóæèâàåòñÿ ïðåæäå âñåãî. Â êîìïüþòåðíîé î÷åðåäè ñ ïðèîðèòåòàìè òàêèõ



122 Ãëàâà 4. ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÄËß ÃÐÀÔÎÂ

ïðèîðèòåòîâ ìîæåò áûòü ìíîãî.
Íåòðóäíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî î÷åðåäü ñ ïðèîðèòåòàìè ìîæåò áûòü ðåàëèçî-

âàíà ñ ïîìîùüþ äâîè÷íîãî äåðåâà ïîèñêà (ëó÷øå êðàñíî-÷åðíîãî). Îñíîâîé
äëÿ ïîñòðîåíèÿ äâîè÷íîãî äåðåâà ïîèñêà ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ ñðàâíåíèÿ, êî-
òîðàÿ ïîçâîëÿåò ñðàâíèâàòü äâà ëþáûõ ýëåìåíòà è â çàâèñèìîñòè îò ðåçóëü-
òàòîâ ñðàâíåíèÿ êëàäåò èëè èùåò ýëåìåíò â ïðàâîì èëè â ëåâîì ïîääåðåâå.
Ââåäåì ïîíÿòèå âðåìåíè âõîäà ýëåìåíòà â î÷åðåäü. Ýòî ïðîñòî ïîðÿäêî-
âûé íîìåð ïîÿâëåíèÿ ýëåìåíòà â î÷åðåäè. Â íà÷àëå ñ÷åò÷èê ðàâåí íóëþ.
Êîãäà ïðèõîäèò î÷åðåäíîé ýëåìåíò, îí ïðèîáðåòàåò íîìåð, ðàâíûé òåêó-
ùåìó çíà÷åíèþ ñ÷åò÷èêà, à ñ÷åò÷èê óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1. Òåïåðü îïðåäåëèì
ñðàâíåíèå. Ýëåìåíò áîëüøå ýëåìåíòà , åñëè ïðèîðèòåò ýëåìåíòà a ìåíüøå
ïðèîðèòåòà b, à åñëè ïðèîðèòåòû ðàâíû, òî áîëüøå òîò ýëåìåíò, íîìåð âõîäà
êîòîðîãî áîëüøå.

1. int Compare (a,b){

2. if(a.pri < b.pri) return 1;

3. if(a.pri = b.pri) {

4. if(a.num < b.num) return 1;

5. if(a.num > b.num) return -1;

6. return 0;

7. }

8. return -1;

9. }

Ïîÿñíåíèå. Ýòà ïîäïðîãðàììà âîçâðàùàåò 1, åñëè a > b, -1, åñëè a < b
è 0, åñëè a = b. Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå óñëîâèå íèêîãäà íå äîëæíî âû-
ïîëíÿòüñÿ, ïîñêîëüêó âñå ýëåìåíòû èìåþò çàâåäîìî ðàçíûå íîìåðà. Òåïåðü
ìîæíî ïîñòðîèòü äâîè÷íîå äåðåâî ïîèñêà, îñíîâàííîå íà ýòîì ñðàâíåíèè
ýëåìåíòîâ. Åñëè ìû áóäåì äîáàâëÿòü â ýòî äåðåâî ýëåìåíòû ñ èñïîëüçîâà-
íèåì îïèñàííîãî ñðàâíåíèÿ, à ñíèìàòü ñ äåðåâà íàèìåíüøèé ýëåìåíò, òî ýòî
è áóäåò î÷åðåäü ñ ïðèîðèòåòàìè.

Òàê æå, êàê è â äèíàìè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè, â êàæäîé âåðøèíå
áóäåì çàïèñûâàòü âåñ îïòèìàëüíîãî (èëè êàêîãî-ëèáî) ïóòè èç íà÷àëà â ýòó
âåðøèíó. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âñå âåðøèíû, êðîìå íà÷àëüíîé èìåþò âåñ,
ðàâíûé ∞. Ñòàðòîâàÿ âåðøèíà èìååò âåñ, ðàâíûé 0. Îñíîâíîé ïðîìåæó-
òî÷íûé øàã àëãîðèòìà ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ïóòè � ýòî ðåëàêñàöèÿ îäíîé
âåðøèíû îòíîñèòåëüíî äðóãîé. Åñëè âåñ âåðøèíû v áîëüøå ñóììû âåñà âåð-
øèíû u è âåñà ðåáðà e(uv), òî âåñ âåðøèíû v ïðèðàâíèâàåòñÿ ýòîé ñóììå,
è â âåðøèíå v çàïîìèíàåòñÿ ïåðåõîä íà âåðøèíó u.

1. Relax(v,u){

2. if(u.d+w(uv) < v.d){

3. v.d= u.d+w(uv);

4. v.pi=u;

5. }

6. }
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Òåïåðü îïèøåì àëãîðèòì Äåéêñòðû ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè. Îí î÷åíü
ïðîñò è íåñêîëüêî íàïîìèíàåò àëãîðèòì îáõîäà ãðàôà â øèðèíó (çà èñêëþ-
÷åíèåì òîãî, ÷òî èñïîëüçóåòñÿ î÷åðåäü ñ ïðèîðèòåòàìè). Â êà÷åñòâå ïðèî-
ðèòåòà èñïîëüçóåòñÿ òåêóùèé âåñ âåðøèíû. Àëãîðèòì Äåéêñòðû:

1. Âñå âåðøèíû íåîáðàáîòàííû (áåëûå, âåñ ∞), êðîìå ïîñëåäíåé (ñåðàÿ,
ñòîèò â î÷åðåäè, âåñ 0).

2. Ñíèìàåì âåðøèíó èç î÷åðåäè, êðàñèì â ÷åðíûé öâåò.

3. Äëÿ âñåõ ñîñåäåé ýòîé âåðøèíû (â òîì ÷èñëå è ñåðûõ) äåëàåì Relax,
è, åñëè îíè íå ñåðûå, òî ïîìåùàåì â î÷åðåäü.

4. Åñëè î÷åðåäü ïóñòà, çàêàí÷èâàåì îáðàáîòêó, èíà÷å ïåðåõîäèì ê ï.2

Îòìåòèì, ÷òî â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà âåðøèíû, ñòîÿùèå â î÷åðåäè
ìîãóò ìåíÿòü ïðèîðèòåòû. Ïîýòîìó ïîñëå ðåëàêñàöèè ñëåäóåò âåðøèíó ïå-
ðåìåñòèòü â ïðàâèëüíîå ìåñòî î÷åðåäè. Íà ñàìîì äåëå äëÿ ðåàëèçàöèè î÷å-
ðåäè ñ ïðèîðèòåòàìè èñïîëüçóåòñÿ äðóãàÿ, áîëåå óäîáíàÿ ñòðóêòóðà äàí-
íûõ, íî åå èçó÷åíèå âûõîäèò çà ðàìêè êóðñà.

Ïñåâäîêîä:

1. Deikstra(){

2. PriQueue q;

3. q.put(E); E.color=gray; E.d=0;

4. do{

5. v=q.get();

6. for(each u in v.neighbours){

7 if(u.color != black){

8. Relax(u,v);

9. if(u.color == gray) q.correct(u);

10. if(u.color == white){

11. q.put(u);

12. u.color=gray;

13. }

11. }

12. }

13. v.color=black;

14. }while(v!=B);

15. }

Ïîÿñíåíèå. Ýòîò êîä ïðåäïîëàãàåò, ÷òî åñòü êàê-òî îðãàíèçîâàííàÿ î÷å-
ðåäü ñ ïðèîðèòåòàìè. Ýòà ñòðóêòóðà äàííûõ èìååò ñòàíäàðòíûå äëÿ î÷å-
ðåäè îïåðàöèè put è get. Êðîìå òîãî åñòü îïåðàöèÿ ïåðåñòðîéêè î÷åðå-
äècorrect � îíà íåîáõîäèìà, åñëè ýëåìåíò, óæå ñòîÿùèé â î÷åðåäè èçìåíèë
ñâîé óðîâåíü ïðèîðèòåòà. Â íà÷àëå âñå âåðøèíû áåëûå. Êëàäåì â î÷åðåäü
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Òàáëèöà 4.7: Ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà Äåéêñòðû.
Ãðàô Î÷åðåäü è âåñà âåðøèí Äåéñòâèÿ
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êîíåö íàøåãî ïóòè (ñòðîêà 3). Ïîòîì ñíèìàåì èç î÷åðåäè î÷åðåäíîé ýëå-
ìåíò (ñòðîêà 5) è ðåëàêñèðóåì îòíîñèòåëüíî íåãî âñåõ íå ÷åðíûõ ñîñåäåé �
÷åðíûå óæå ïðèîáðåëè ñâîé êîíå÷íûé âåñ (ñòðîêè 6-12). Ïîñëå ðåëàêñàöèè
íå çàáûâàåì ïîïðàâèòü î÷åðåäü (ñòðîêà 9) è ïîëîæèòü áåëûõ ñîñåäåé â î÷å-
ðåäü (ñòðîêè 11, 12). Ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà èç î÷åðåäè íå
ñíèìåì íà÷àëüíóþ âåðøèíó ïóòè. Ïîñêîëüêó ïðîöåäóðà Relax çàïîìèíàåò
îïòèìàëüíûé ïåðåõîä, òî âîññòàíîâëåíèå ïóòè ïðîáëåìû íå ñîñòàâèò.
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Êîððåêòíîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà Äåéêñòðû

Òåîðåìà 1. Ïî çàâåðøåíèè îáðàáîòêè àëãîðèòìîì Äåéêñòðû âçâåøåííî-
ãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G = V,E ñ íåîòðèöàòåëüíîé âåñîâîé ôóíêöè-
åé w è èñòîêîì s äëÿ âñåõ âåðøèí u ∈ V âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî d(u) =
δ(s, u), ãäå d(u) � âåñ, ïîäñ÷èòàííûé â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì Äåéêñ-
òðû, d(u) = δ(s, u) � âåñ êðàò÷àéøåãî ïóòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ èñïîëüçóþò ñëå-
äóþùèå ñîîáðàæåíèÿ (ñì. ðèñ. 4.12). Åñòü ìíîæåñòâî îáðàáîòàííûõ âåðøèí
(÷åðíûå). Åñòü ìíîæåñòâî "ïîãðàíè÷íûõ"âåðøèí (ñåðûå), êîòîðûå èìåþò
ðåáðà ê ÷åðíûì âåðøèíàì, åñòü ìíîæåñòâî áåëûõ âåðøèí, êîòîðûå íå îá-
ðàáàòûâàëèñü.

 

 

s 

x

x 

u 
t 

y 

 

 

 

 

 

 

Ðèñ. 4.12: Ê äîêàçàòåëüñòâó ïðàâèëüíîñòè àëãîðèòìà Äåéêñòðû.

1. Íèêàêîå ðåáðî â ÷åðíóþ âåðøèíó íå ëó÷øå îòìå÷åííûõ ðåáåð, (ïî-
ñêîëüêó ñåðûå � ðåëàêñèðîâàíû).

2. Âûáåðåì âåðøèíó u, êîòîðàÿ ñòîèò ïåðâîé â î÷åðåäè. Îíà èìååò ìè-
íèìàëüíîå çíà÷åíèå d ñðåäè âñåõ ñåðûõ âåðøèí (ïî ïðèíöèïó ïî-
ñòðîåíèÿ î÷åðåäè). Äîïóñòèì åñòü ïóòü èç u â s, ëó÷øå, ÷åì ïóòü
u→ t→ s . Òîãäà ýòîò ïóòü îáÿçàòåëüíî ïðîéäåò ÷åðåç ñåðóþ âåðøè-
íó y : u→ y → x→ s, ïîñêîëüêó ïóòü â êîíöå êîíöîâ âîéäåò â ÷åðíóþ
îáëàñòü, à ñîñåäÿìè ÷åðíîé îáëàñòè - ñåðûå. Íî:

w(u→ y → x→ s) = w(u→ y) + w(x→ s) � âåñ ïóòè åñòü ñóììà âå-
ñîâ ïîäïóòåé

w(y → x→ s) = d(y) > d(u) = w(u→ t→ s) � âåñ u ìèíèìàëåí ïî ïî-
ñòðîåíèþ î÷åðåäè ñ ïðèîðèòåòàìè.

w(u→ y) > 0 � âåñà ïîëîæèòåëüíû!

w(u→ y → x→ s) > w(u→ t→ s) � ïðîòèâîðå÷èå!

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó äîïóñòèìû öèêëû, òî àëãîðèòì Äåéñêòðû ìîæ-
íî ïðèìåíÿòü è äëÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô
ìîæíî òðàêòîâàòü êàê îðèåíòèðîâàííûé, ãäå êàæäîå íåîðèåíòèðîâàííîå
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ðåáðî (vu) ýêâèâàëåíòíî äâóì îðèåíòèðîâàííûì ðåáðàì (vu) è (uv). Êñòàòè
ïðèìåð, ïðèâåäåííûé â òàáëèöå 4.6.5 ÿâëÿåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì.

Óïðàæíåíèå 29. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ãðàôà ñ íåêîòîðûìè îòðèöàòåëüíû-
ìè ðåáðàìè, êîãäà àëãîðèòì Äåéêñòðû íå äàñò îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà Äåéêñòðû

Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà Äåéêñòðû íà ãðàôå íåìíîãî áîëüøå, ÷åì âðå-
ìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Êàæäàÿ âåðøèíà
ïðîõîäèò îäíó ðåëàêñàöèþ îòíîñèòåëüíî âñåõ ñîñåäåé, ïîýòîìó íàäî ïîòðà-
òèòü âðåìÿ O(|E|). Íî îðãàíèçàöèÿ î÷åðåäè ñòîèò âðåìåíè, ïðè÷åì ïåðå-
ñòðîéêà î÷åðåäè ïðîèñõîäèò ïðè êàæäîé ðåëàêñàöèè (â õóäøåì ñëó÷àå íà
êàæäîì ðåáðå). Â õóäøåì ñëó÷àå àëãîðèòì ðàáîòàåò çà T = O(|E| · log(|V |).
Ëîãàðèôì â âûðàæåíèè ïîÿâëÿåòñÿ ïîòîìó, ÷òî ìû ïîëüçóåìñÿ áèíàðíûì
äåðåâîì äëÿ ðåàëèçàöèè î÷åðåäè ñ ïðèîðèòåòàìè



4.6. ÏÎÈÑÊ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÏÓÒÈ Â ÃÐÀÔÅ 127

4.6.6 Àëãîðèòì Áåëëìàíà-Ôîðäà

Îïèñàííûå ðàíåå àëãîðèòìû ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ïóòè èìåëè îãðàíè÷åíèÿ
� ëèáî àöèêëè÷åñêèé ãðàô, ëèáî òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå âåñà. Äëÿ ñëó÷àÿ
ïðèìåíèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

Àëãîðèòì Áåëëìàíà-Ôîðäà îñíîâûâàåòñÿ íà ïîâòîðå ðåëàêñàöèè âñåõ
ðåáåð (â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå) |V | − 1 ðàç. Âîîáùå ãîâîðÿ, íåî÷åâèäíî,
÷òî òàêîé àëãîðèòì íàõîäèò îïòèìàëüíûé ïóòü. Äîêàæåì ýòî.

Òåîðåìà 2. Àëãîðèòì Áåëëìàíà-Ôîðäà íàõîäèò îïòèìàëüíûé ïóòü â
ãðàôå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè åñòü îïòèìàëüíûé ïóòü {v1, v2, · · · , vn} , òî íà i-
øàãå áóäåò îïðåäåëåíà äëèíà ïóòè îò i-âåðøèíû äî êîíöà. Äîêàçàòåëüñòâî
ïî èíäóêöèè. Èíèöèàöèÿ òðèâèàëüíà � â íà÷àëå ìû èìååì ïóñòîé ñïèñîê
(òðèâèàëüíûé îïòèìàëüíûé ïóòü èç end â end íàì èçâåñòåí çàðàíåå, ýòî 0).

Ïóñòü íà i-øàãå d(vi) ðàâíà äëèíå êðàò÷àéøåãî ïóòè äî âåðøèíû E.
Òîãäà íà ñëåäóþùåì øàãå ïðîèçîéäåò ðåëàêñàöèÿ ðåáðà (vi, vi+1) è òàêèì
îáðàçîì îïðåäåëèòñÿ âåñ îïòèìàëüíîãî ïóòè îò vi+1 äî E.

Ïîñëå ïåðâîé ðåëàêñàöèè ïåðâàÿ âåðøèíà íà îïòèìàëüíîì ïóòè ïðèîá-
ðåòåò ïðàâèëüíûé âåñ, ïîòîì âòîðàÿ âåðøèíà . . . Â êîíöå êîíöîâ âñå âåð-
øèíû îïòèìàëüíîãî ïóòè ïðèîáðåòóò íóæíûé âåñ. Ñàìûé äëèííûé ïóòü,
êîòîðûé ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå, ñîñòîèò èç |V | âåðøèí, ïîýòîìó â õóäøåì
ñëó÷àå íàì íåîáõîäèìî ïðîéòè |V | øàãîâ.

Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì Áåëëìàíà-Ôîðäà ïîçâîëÿåò î÷åíü ïðîñòî îïðåäå-
ëèòü, ñóùåñòâóåò ëè â ãðàôå îòðèöàòåëüíûé öèêë, äîñòèæèìûé èç âåðøèíû
end. Äîñòàòî÷íî ïðîèçâåñòè ðåëàêñàöèþ ðîâíî |V| ðàç. Åñëè ïðè èñïîëíå-
íèè ïîñëåäíåé ðåëàêñàöèè äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè îò êàêîé-ëèáî âåðøèíû
ñòðîãî óìåíüøèëàñü, òî â ãðàôå åñòü îòðèöàòåëüíûé öèêë, äîñòèæèìûé èç
E. Îòìåòèì, ÷òî íàëè÷èå îòðèöàòåëüíîãî öèêëà äåëàåò çàäà÷ó âûðîæäåí-
íîé � ìû ìîæåì ñêîëüêî óãîäíî ðàç êðóòèòüñÿ ïî ýòîìó öèêëó è óìåíüøàòü
äëèíó ïóòè äî −∞.
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Òàáëèöà 4.8: Ñâîäêà ïî àëãîðèòìàì ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ïóòè.
Àëãîðèòì Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè Âðåìÿ ðàáîòû

Äèíàìè÷åñêîå ïðî-
ãðàììèðîâàíèå

Ìèíèìóì è Ìàêñèìóì. Îðèåí-
òèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô.
Íà âåñà íåò îãðàíè÷åíèé

O(|V |+ |E|)

Äåéêñòðà Ìèíèìóì. Îðèåíòèðîâàííûé è
íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô, âåñà
ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû

O(|E| · log |V |)

Áåëëìàí-Ôîðä Ìèíèìóì. Îðèåíòèðîâàííûé
ãðàô, âåñà ëþáûå, íåò öèêëîâ
îòðèöàòåëüíîãî âåñà.

O(|V | × |E|)

4.6.7 Ñâîäêà îñíîâíûõ àëãîðèòìîâ, èùóùèõ îïòèìàëü-
íûé ïóòü íà ãðàôå

Â òàáëèöå 4.6.7 ïðèâåäåíà ñâîäêà ïî ðàññìîòðåííûì àëãîðèòìàì ïîèñêà
îïòèìàëüíîãî ïóòè â ãðàôå.

4.7 Ñåòè è ïîòîêè â íèõ

4.7.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ïðåäñòàâèì ñåáÿ âëàäåëüöåì íåôòåïåðåðàáàòûâàþùåãî çàâîäà. Ïóñòü åñòü
íåôòÿíàÿ âûøêà S, îò êîòîðîé íåôòü òå÷åò ê íàøåìó çàâîäó ïî íåêîìó
ìíîæåñòâó òðóá (ðèñ.4.7.1). Êàæäàÿ òðóáà îáëàäàåò ïðîïóñêàþùåé ñïîñîá-
íîñòüþ. Êðîìå òðóá åñòü óçëû, â êîòîðûõ òðóáû ñëèâàþòñÿ, ðàçäâàèâàþòñÿ
. . . Äîïóñòèì, ïî êàêîé-òî ïðè÷èíå ïîìåíÿòü òðóáû íà òðóáû ñ áîëüøåé
ïðîïóñêàþùåé ñïîñîáíîñòüþ ìû íå ìîæåì (çàïðåùàåò ýêîëîãè÷åñêàÿ èí-
ñïåêöèÿ). Òîãäà èñïîëüçîâàòü ðåñóðñû íàøåãî èñòî÷íèêà ìàêñèìàëüíî ìû
ìîæåì, òîëüêî èñêóñíî ðàñïðåäåëèâ ïîòîê íåôòè ïî èìåþùèìñÿ òðóáàì.

 

 

Ðèñ. 4.13: Ñåòü òðóá

Ïåðåä íàìè ñòîèò çàäà÷à: ðàñïðåäåëèòü ïîòîê íåôòè ïî òðóáàì ñ èç-
âåñòíîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ òàê, ÷òîáû áûëà ìàêñèìàëüíàÿ ïðèáûëü.
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Çàäà÷à, íà ñàìîì äåëå äàëåêî íå ïðîñòàÿ. Åñëè ïóñòèòü ñëèøêîì ìàëî íåô-
òè ïî òðóáå � ïðèáûëü ïîíèçèòñÿ, åñëè ñëèøêîì ìíîãî � òðóáà ëîïíåò è
ïðèáûëü ïîíèçèòñÿ òîæå.

Àíàëîãè÷íûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ ïðè ïåðåäà÷å èíôîðìàöèè ÷åðåç Èíòåð-
íåò. Íóæíî îïòèìàëüíî ðàñïðåäåëèòü ïàêåòû èíôîðìàöèè òàê, ÷òîáû îíè
ìàêñèìàëüíî áûñòðî è áåç ïîòåðü ïåðåñûëàëèñü ÷åðåç ñóùåñòâóþùèå êà-
íàëû, êîòîðûå èìåþò ðàçíóþ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü. Óñëîâèÿ ïåðå÷èñ-
ëåííûõ çàäà÷ î÷åíü ñõîäíû: åñòü ñåòü, åñòü èñòî÷íèê (äàííûõ, âåùåñòâ è
äð.), åñòü ìåñòî, êóäà ýòè äàííûå è äð. íóæíî äîñòàâèòü. Íåîáõîäèìî íàéòè
íàèëó÷øèé ïîòîê â ýòîé ñåòè.

Äàäèì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ñåòè è ïîòîêà:

Îïðåäåëåíèå 3. Ñåòü � ýòî

1. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = {V,E};

2. Íà êàæäîì ðåáðå (uv) îïðåäåëåí ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûé âåñ c(uv) >
0(ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü).

3. Íà êàæäîì íåñóùåñòâóþùåì ðåáðå (íà êàæäîé ïàðå âåðøèí, ãäå íåò
ðåáðà), îïðåäåëåí íóëåâîé âåñ

4. Âûäåëåíû äâå âåðøèíû s � èñòî÷íèê, t � ñòîê.

5. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ñóùåñòâóåò ïóòü îò s ÷åðåç v ê t: s→ v → t.

Óñëîâèÿ 2, 3 îçíà÷àþò, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí îïðåäåëåíî íåîò-
ðèöàòåëüíîå ÷èñëî c : V × V → R+. Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ïðîïóñêíîé
ñïîñîáíîñòüþ ðåáðà. Åñëè ðåáðà íåò, òî ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ðàâíà 0.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîòîêîì â ñåòè íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà
ïàðàõ âåðøèí f : V × V → R è îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè:

1. f(uv) ≤ c(uv) äëÿ ëþáîãî ðåáðà (â òîì ÷èñëå è äëÿ íåñóùåñòâóþùåãî
ðåáðà) ïîòîê îãðàíè÷åí âåñîì ðåáðà � "ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ".

2. f(uv) = −f(vu). Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ êîñîñèììåòðè÷íîñòüþ.

3. äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V \ {s, t}
∑

u∈V f(uv) = 0, ýòî ñâîéñòâî
ìîæíî íàçâàòü çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ � ñêîëüêî â âåðøèíó "âòåêà-
åò ñòîëüêî è "âûòåêàåò". Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî çàêîí ñî-
õðàíåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ âåðøèí. êðîìå èñòî÷íèêà è ñòîêà;

4. |f | = f(s) =
∑

( v ∈ V )f(s, v) � ñóììàðíûé ïîòîê (âåëè÷èíà ïîòîêà)
ðàâåí ïîòîêó â èñòî÷íèêå è ñóììå ïîòîêîâ, òåêóùèõ èç èñòî÷íèêà
â êàæäóþ âåðøèíó.

Óïðàæíåíèå 30. Èç ýòèõ ñâîéñòâ ïîòîêà ñëåäóåò, ÷òî f(t) = −f(s), òî
åñòü ñêîëüêî âûòåêëî èç èñòî÷íèêà, ñòîëüêî âòåêëî â ñòîê. Äîêàæèòå
ýòî óòâåðæäåíèå.
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Çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå. Äàíà ñåòü G = {V,E, c} (ñì. îïðåäå-
ëåíèå). Íàéòè ìàêñèìàëüíûé ïîòîê, ò.å. |f | = f(s) =

∑
( v ∈ V )f(s, v) →

max.
Ïîïðîáóåì íàéòè õîòü îäèí ïîòîê. Äëÿ ýòîãî íàéäåì íà íàøåì îðèåí-

òèðîâàííîì ãðàôå ïóòü P (ëþáîé) èç âåðøèíû s â âåðøèíó t, ïðîõîäÿùèé
ïî íàñòîÿùèì ðåáðàì (òàì, ãäå ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñòðîãî áîëüøå íó-
ëÿ). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ïîèñêà â øèðèíó èëè â ãëóáèíó. Íà
ýòîì ïóòè ìîæíî íàéòè ðåáðî ñ ìèíèìàëüíîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ
cmin = mine∈P c(e). Òåïåðü îïðåäåëèì ïîòîê:

f(uv) =


cmin uv ∈ P

−cmin vu ∈ P

0 uv /∈ P

ãäå u è v � ñìåæíûå âåðøèíû

Òåïåðü, íàâåðíîå, ìîæíî ïîòîê óëó÷øèòü. Ìåòîä ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî
ïîòîêà, îñíîâàííûé íà ïîñëåäîâàòåëüíîì óâåëè÷åíèè ïîòîêà (åñëè îíî âîç-
ìîæíî) áûë ïðèäóìàí Ôîðäîì è Ôàëêåðñîíîì è íîñèò èõ èìÿ.

4.7.2 Ìåòîä Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà

Ïóñòü ó íàñ äàí ïîòîê f . Îïðåäåëèì îñòàòî÷íóþ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì cf (uv) = c(uv) − f(uv). Ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ
ïîòîêà îí íå ìîæåò ïðåâûøàòü ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü, îñòàòî÷íàÿ ïðî-
ïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü íåîòðèöàòåëüíà. Êðîìå òîãî îñòàòî÷íàÿ ïðîïóñêíàÿ
ñïîñîáíîñòü ìîæåò ïðåâðàòèòü íåêîòîðûå âèðòóàëüíûå ðåáðà (äëÿ êîòîðûõ
ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü áûëà ðàâíà 0), â ðåàëüíûå ðåáðà ñ ïîëîæèòåëüíîé
ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ. Íàïðèìåð, åñëè åñòü ðåáðî (uv), íåò ðåáðà (vu)
è f(uv) = fuv > 0. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ïîòîêà f(vu) = −f(uv) . Ñòàëî
áûòü, îñòàòî÷íàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü íà ðåáðå (vu) îïðåäåëèòñÿ êàê
cf (vu) = c(vu) − f(vu) = 0 − (−fuv) = fuv > 0 , ò.å. ñòàíåò ïîëîæèòåëüíîé.
Ñìûñë âîçíèêíîâåíèÿ òàêèõ íåñóùåñòâóþùèõ ðåáåð çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäó-
þùåì. Äîïóñòèì, ìû ïðîïóñòèëè ïî ðåáðó ñëèøêîì áîëüøîé ïîòîê, à â
îïòèìàëüíîì ïîòîêå ýòà âåëè÷èíà äîëæíà áûòü ìåíüøå. Òîãäà òàêèå äî-
ïîëíèòåëüíûå ðåáðà ïîçâîëÿþò íàì èñïðàâèòü îøèáêè, ïðîïóñêàÿ ïîòîê
â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ñîêðàùåíèþ ïîòîêà â ïðÿìîì
íàïðàâëåíèè.

Îïðåäåëåíèå 5. Îñòàòî÷íîé ñåòüþ íàçûâàåòñÿ ñåòü, â êîòîðîé ðåáðà
åñòü ìåæäó òåìè âåðøèíàìè, ãäå îñòàòî÷íàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü
ïîëîæèòåëüíà cf (uv) > 0:

cf = {V,Ef = {(uv) ∈ V × V : cf (uv) > 0} , cf}

Â îñíîâå ìåòîäà Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà ëåæèò ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 1. Ëåììà. Ïóñòü G ñåòü, f � ïîòîê G′ � îñòàòî÷íàÿ ñåòü è f ′

� ïîòîê â îñòàòî÷íîé ñåòè. Òîãäà f + f ′ ÿâëÿåòñÿ ïîòîêîì â ñåòè G è
åãî âåëè÷èíà ðàâíà |f + f ′| = |f |+ |f ′|.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ f + f ′ âû-
ïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà ïîòîêà:

• Êîñîñèììåòðè÷íîñòü. Ïîñêîëüêó f(vu) = −f(uv) è f ′(vu) = −f ′(uv),
òî f(vu) + f ′(vu) = −f(uv) + f ′(uv)

• Çàêîí ñîõðàíåíèÿ. Ïîñêîëüêó
∑

v f(uv) = 0 è
∑

v f
′(uv) = 0, òî

∑
v(f(uv)+

f ′(uv)) = 0

• Îãðàíè÷åíèå íà ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü. Äåéñòâèòåëüíî f ′(uv) < cf (uv).
Ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ cf (vu) = c(vu)− f(vu), òî f ′(uv) ≤ c(vu)−
f(vu), èëè f(uv) + f ′(uv) ≤ c(uv)

• Âåëè÷èíà ïîòîêà |f + f ′| =
∑

v(f(sv) + f ′(sv)) = |f |+ |f ′|

Åñëè îñòàòî÷íàÿ ñåòü èìååò ïóòü èç èñòî÷íèêà s â ñòîê t, òî ïî ñåòè
ìîæíî ïðîïóñòèòü äîïîëíèòåëüíûé ïîòîê òàê æå, êàê ìû ýòî äåëàëè â ïåð-
âûé ðàç. Ïðîöåäóðó ìîæíî ïîâòîðÿòü äî òåõ ïîð, ïîêà â îñòàòî÷íîé ñåòè íå
îñòàíåòñÿ ïóòåé èç èñòî÷íèêà â ñòîê. Íà êàæäîì øàãå òàêîé ïðîöåäóðû ìû
óâåëè÷èâàåì ïîòîê. Âñåãî âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ óâåëè÷åíèÿ ïîòîêà êîíå÷íî.
Ïîýòîìó ïðîöåäóðà ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Ïðàâäà ÷èñëî øàãîâ
ìîæåò îêàçàòüñÿ î÷åíü áîëüøèì. Â òàáëèöå 4.7.2 ïîêàçàí ïðèìåð ðàáîòû
àëãîðèòìà.

Âîîáùå ãîâîðÿ, èç òîãî, ÷òî â äîïîëíèòåëüíîé ñåòè íåò ïóòè èç èñòî÷-
íèêà â ñòîê, íå ñëåäóåò, ÷òî ìû íàøëè ìàêñèìàëüíûé ïîòîê. Ìîæåò áûòü,
åñëè áû ìû âûáèðàëè äðóãèå ïóòè èç s â t äëÿ ïðîïóñêà äîïîëíèòåëüíîãî
ïîòîêà, ìû ñìîãëè äîñòè÷ü â êîíöå êîíöîâ áîëüøåãî ïîòîêà? Åñòü òåîðåìà,
äîêàçûâàþùàÿ, ÷òî ýòîò àëãîðèòì äàåò â êîíöå ìàêñèìàëüíûé ïîòîê. Îíà
áóäåò äîêàçàíà ïîçæå.

4.7.3 Ðàçðåçû â ñåòÿõ

Îïðåäåëåíèå 6. Ðàçðåçîì ñåòè G = {V,E, c} íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèå ìíî-
æåñòâà âåðøèí íà äâà ïîäìíîæåñòâà S è T , òàêèõ, ÷òî:

1. V = S ∪ T

2. S ∩ T = ∅

3. s ∈ S, t ∈ T

Ãîâîðÿò, ÷òî ðåáðî e = (vu) ïðèíàäëåæèò ðàçðåçó, åñëè âåðøèíà u ïðè-
íàäëåæèò ïîäìíîæåñòâó S, à âåðøèíà v � ïîäìíîæåñòâó T . Ïðîñòî
ãîâîðÿ, ðåáðî ïðèíàäëåæèò ðàçðåçó, åñëè ìû åãî "ðàçðåçàëè ðàçäåëèâ âåð-
øèíû ìåæäó S è T . Ïðèíàäëåæíîñòü ðåáðà e ê ðàçðåçó îáîçíà÷àåòñÿ ∈ Ec.
Îòìåòèì, ÷òî ðåáðà, èäóùèå èç T â S ðàçðåçó íå ïðèíàäëåæàò (ðèñ.4.14).
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Òàáëèöà 4.9: Ïîèñê ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà (÷èñëà â ñêîáêàõ � âåëè÷èíà
ïîòîêà).
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Ðèñ. 4.14: Ïðèìåðû ðàçðåçîâ â ñåòÿõ. Áåëûì ïîêàçàíû âåðøèíû, ïðèíàä-
ëåæàùèå ìíîæåñòâó S, ñåðûì � ìíîæåñòâî T. Ïóíêòèðîì ïîêàçàíû ðåáðà,
ïðèíàäëåæàùèå ðàçðåçó.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ðàçðåçà íàçûâàåòñÿ ñóììà
ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé âñåõ ðåáåð ðàçðåçà:C(S, T ) =

∑
u∈S,v∈T c(uv). Ðàç-

ðåç ìèíèìàëüíîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè íàçûâàþò ìèíèìàëüíûì ðàçðå-
çîì ñåòè. Ïîòîê èç S â T ðàâåí: f(S, T ) =

∑
u∈S,v∈T f(uv) . Ñóììèðîâàíèå

âåäåòñÿ ïî âñåì âåðøèíàì u, ïðèíàäëåæàùèì S è ïî âñåì âåðøèíàì v,
ïðèíàäëåæàùèì T . Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ÷åðåç ðàçðåç ðàâåí ïðîïóñêíîé
ñïîñîáíîñòè ðàçðåçà.

Ñâîéñòâà ïîòîêà ìåæäó ìíîæåñòâàìè âåðøèí ñåòè G = {V,E, c}: 1.
f(X,X) = 0; 2.f(X,Y)=-f(Y,X); 3. Ïóñòü X,Y, Z ⊆ V è X ∩ Y = ∅, òîãäà
f(X ∪ Y, Z) = f(X,Z) + f(Y, Z); f(Z,X ∪ Y ) = f(Z,X) + f(Z, Y ), ò.å. ïîòîê
äèñòðèáóòèâåí. 4. Ïóñòü X ⊆ V \ {s, t} (â ïîäìíîæåñòâî X ìîãóò âõîäèòü
ëþáûå âåðøèíû ñåòè, êðîìå èñòî÷íèêà è ñòîêà). Òîãäà f(X,V ) = 0. Ïîòîê
èç ëþáîãî ìíîæåñòâà âåðøèí, íå âêëþ÷àþùåãî s è t, â ìíîæåñòâî âåðøèí,
ðàâåí íóëþ.

Óïðàæíåíèå 31. Äîêàæèòå ñâîéñòâà 1-4.

Ëåììà 2. Èìååòñÿ íåêàÿ ñåòü G = {V,E, c}, íåêèé åå ðàçðåç S ∪ T è
íåêèé ïîòîê ÷åðåç ýòó ñåòü f . Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðàçðåçà âûïîëíÿåòñÿ
f(S, T ) = |f |, ò.å. ïîòîê ÷åðåç ëþáîé ðàçðåç ðàâåí ïîòîêó ìåæäó èñòî÷-
íèêîì è ñòîêîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé ïîòîê îáÿçàòåëüíî ïðîõîäèò ÷åðåç
ðåáðà ðàçðåçà (ïîñêîëüêó ëþáàÿ âåðøèíà èç V ïðèíàäëåæèò ëèáî S, ëèáî
T ). Áîëåå ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî âûãëÿäèò òàê:

f(S, T ) = f(S, S) + f(S, T ) = f(S, S ∪ t) = f(S, V ) = f(S \ s) + f(s, V ) = |f |

Çäåñü èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî 4: ìíîæåñòâî S \ s íå ñîäåðæèò íè èñòî÷íèêà,
íè ñòîêà, ïîýòîìó f(S \ s) = 0.

Ëåììà 3. äëÿ ëþáîãî ðàçðåçà S ∪ T = V è ëþáîãî ïîòîêà f âûïîëíåíî
|f | ≤ c(ST ).

Äîêàçàòåëüñòâî. ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ïåðâîãî ñâîéñòâà ïîòîêà è
ëåììû 1.
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4.7.4 Òåîðåìà î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå è ìèíèìàëüíîì
ðàçðåçå

Òåîðåìà 3 (Ôîëêåðñîíà). Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1. Ïîòîê f � ìàêñèìàëüíûé

2. Îñòàòî÷íàÿ ñåòü íå ñîäåðæèò ïóòåé èç s â t

3. Ñóùåñòâóåò ðàçðåç S ∪ T = V , òàêîé, ÷òî |f | = c(S, T ), â ÷àñòíî-
ñòè, ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè âåðøèíû u ∈ S, v ∈ T òî f(uv) = c(uv),
òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêîé ðàçðåç, ïîòîê ÷åðåç êîòîðûé ðàâåí ïðî-
ïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ðàçðåçà. Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò õîòÿ áû
îäèí ðàçðåç ñåòè, ïîòîê ÷åðåç êîòîðûé ìàêñèìàëåí è ðàâåí ïðîïóñê-
íîé ñïîñîáíîñòè ðàçðåçà.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1 → 3 î÷åâèäíî. Îò ïðîòèâíîãî: åñëè áû îñòàëèñü ïóòè
èç s â t, ïîòîê ìîæíî áûëî áû åùå óâåëè÷èòü.

2 → 3 Ïóñòü â îñòàòî÷íîé ñåòè íåò ïóòåé èç s â t. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå S′

ìíîæåñòâî âåðøèí, äîñòèæèìûõ èç èñòî÷íèêà s ïî îñòàòî÷íîé ñåòè,
â êà÷åñòâå T ′ � îñòàëüíûå âåðøèíû. Ìû ïîëó÷èëè ðàçðåç, ïîñêîëüêó
S′ ∩ T ′ = ∅, S′ ∪ T ′ = V, s ∈ S′, t ∈ T ′. Ïî ïîñòðîåíèþ íè îäíî ðåáðî
îñòàòî÷íîé ñåòè íå ïðèíàäëåæèò ðàçðåçó (ìû ñîáðàëè â ìíîæåñòâå
âñå ðåáðà, äîñòèæèìûå ïî îñòàòî÷íîé ñåòè èç èñòî÷íèêà). Ïîýòîìó
îñòàòî÷íûé âåñ ðåáåð ðàçðåçà ðàâåí íóëþ. Ôîðìóëà äëÿ ïîëó÷åíèÿ
îñòàòî÷íîãî âåñà ðåáðà (uv) cf (uv) = c(uv)−f(uv), ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
ðåáåð, ïðèíàäëåæàùèõ ðàçðåçó c(uv) = f(uv), è ïîòîê ÷åðåç ðàçðåç
ðàâåí ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ðàçðåçà, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3 → 1 Äëÿ ëþáîãî ðàçðåçà S ∪ T = V âûïîëíåíî |f | ≤ c(S, T ), ïîýòîìó èç
ðàâåíñòâà |f | = c(S, T ) ñëåäóåò ìàêñèìàëüíîñòü ïîòîêà.

4.7.5 Ñëó÷àé ìíîãèõ èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ

Ðàçóìååòñÿ, Âû âëàäååòå íå îäíîé êà÷àëêîé äëÿ íåôòè è çàâîäîâ ó Âàñ
íåñêîëüêî. Êàê íàéòè îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íåôòè ïî òðóáîïðîâî-
äàì? Î÷åíü ïðîñòî. Íàäî ââåñòè äîïîëíèòåëüíûå âåðøèíû � îáùèé èñòî÷-
íèê è îáùèé ñòîê è ïðîâåñòè ðåáðà èç óíèâåðñàëüíîãî èñòî÷íèêà â Âàøè
êà÷àëêè è îò Âàøèõ çàâîäîâ ê óíèâåðñàëüíîìó ñòîêó. Åñëè Âàøå ìåñòî-
ðîæäåíèå èìååò îãðàíè÷åíèå ïî äåáåòó (ìîùíîñòè), òî ýòè äîïîëíèòåëü-
íûå ðåáðà äîëæíû èìåòü ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü, ðàâíóþ äåáåòó ñêâàæèí.
Àíàëîãè÷íî äëÿ îãðàíè÷åíèé ìîùíîñòè çàâîäîâ (ðèñ.4.15).

4.7.6 Ïàðîñî÷åòàíèÿ â äâóäîëüíîì ãðàôå

Äâóäîëüíûé ãðàô ïîçâîëÿåò ðàçáèòü ìíîæåñòâî âåðøèí íà äâà ïîäìíîæå-
ñòâà, òàê, ÷òî ðåáåð âíóòðè ýòèõ ïîäìíîæåñòâ íåò. Ïàðîñî÷åòàíèÿ � ìíî-
æåñòâî ðåáåð â ãðàôå, òàêîå, ÷òî íåò ðåáåð, èìåþùèõ îáùóþ âåðøèíó.
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Ðèñ. 4.15: Ñëó÷àé ìíîãèõ èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ.

Äîáàâëÿåì ê äâóäîëüíîìó ãðàôó èñòî÷íèê è ñòîê, ïðîïóñêíûå ñïîñîá-
íîñòè óñòàíàâëèâàåì íà âñåõ ðåáðàõ ãðàôà =1. Èùåì ìàêñèìàëüíûé öåëî-
÷èñëåííûé ïîòîê. Ðåáðà, êîòîðûå áóäóò èìåòü ïîòîê, ðàâíûé 1 îáåñïå÷àò
ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå. Òàêèì ñïîñîáîì ìîæåò ðåøèòüñÿ çàäà÷à î
áðàêå: åñòü n þíîøåé è n äåâóøåê, íóæíî ñîñòàâèòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
ñóïðóæåñêèõ ïàð. Ïóñòü þíîøè ñîñòàâëÿþò îäíó "äîëþ"ãðàôà, äåâóøêè
äðóãóþ (âñå îíè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ãðàôà). Ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè
åñòü ðåáðî, åñëè ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè þíîøåé è äåâóøêîé åñòü ñèìïà-
òèÿ. Íàéäÿ ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå â òàêîì ãðàôå, ìû ðåøèì çàäà÷ó î
ìàêñèìàëüíîì êîëè÷åñòâå áðàêîâ. Â áèîèíôîðìàòèêå ïîèñê ïîòîêà íà äâó-
äîëüíîì ãðàôå � ñåòè ñ âåðøèíàìè � ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè èñïîëüçóåòñÿ
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîèñêà îðòîëîãîâ. Âåðøèíû ãðàôà îäíîé äîëè �
ãåíû â îäíîì ãåíîìå, äðóãàÿ äîëÿ ãðàôà ñîîòâåòñòâóåò âòîðîìó ãåíîìó.
Çàäà÷à î ïàðîñî÷åòàíèÿõ, à òàêæå äðóãèå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïîòîêàìè
âñòðå÷àþòñÿ â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ âåñüìà ÷àñòî, â òîì ÷èñëå
è â áèîèíôîðìàòèêå.
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Ñâîéñòâà çàäà÷ è

NP-ïîëíûå çàäà÷è.

5.1 Íèæíÿÿ îöåíêà âðåìåíè ñîðòèðîâêè ìàñ-
ñèâà

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ðàçíûå çàäà÷è è äëÿ íèõ ñòðîèëè àëãîðèò-
ìû, êîòîðûå èõ ðåøàþò. Ïðè ýòîì ìû äåëàëè îöåíêó âðåìåíè ðàáîòû àëãî-
ðèòìà. Íàïðèìåð, êîãäà ìû ðàññìàòðèâàëè çàäà÷ó ñîðòèðîâêè ìàññèâà, ìû
ñíà÷àëà ïîñòðîèëè íàèâíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ñîðòèðîâàë ìàññèâ çà âðåìÿ
T = O(N2). Ïîòîì ìû ïîñòðîèëè àëãîðèòì, êîòîðûé âûïîëíÿë ñîðòèðîâ-
êó çà âðåìÿ T = O(N logN). Ìîæåò áûòü åñëè åùå ïîäóìàòü, òî ìîæíî
ïîñòðîèòü àëãîðèòì ñîðòèðîâêè çà âðåìÿ, ñêàæåì, T = O(N), èëè äàæå
T = O(logN)?

Èòàê, çàäà÷à ñîðòèðîâêè ìàññèâà. Ñîðòèðîâêà ìàññèâà ïðåäïîëàãàåò,
÷òî ýëåìåíòû ìàññèâà ìîæíî ñðàâíèâàòü, ò.å. äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ
ìàññèâà ìîæíî ñêàçàòü âåðíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé ∀a, b a > b
èëè b > a èëè a = b. Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå òðàíçèòèâíîñòè: åñëè
a > b è b > c, òî a > c. Àíàëîãè÷íî äëÿ ðàâåíñòâà. Çàäà÷à: ïåðåñòàâèòü
ýëåìåíòû ìàññèâà òàê, ÷òîáû ∀0 < i < N âûïîëíÿëîñü a[i] > a[i− 1].

Òåîðåìà 1. Íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, êîòîðûé ðåøàë áû çàäà÷ó ñîðòè-
ðîâêè ìàññèâà áûñòðåå, ÷åì çà O(N logN), èíà÷å ãîâîðÿ, áûñòðåå, ÷åì çà
c ·N logN , ãäå c � íåêàÿ êîíñòàíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáîìó àëãîðèòìó ñîðòèðîâêè ñîîòâåòñòâóåò äåðåâî ðå-
øåíèé: íàäî ñäåëàòü ñðàâíåíèå è â çàâèñèìîñòè îò ðåçóëüòàòà ÷òî-òî ñäå-
ëàòü (íàïðèìåð, ïåðåñòàâèòü äâà ýëåìåíòà) è çàòåì ñäåëàòü ñëåäóþùåå ñðàâ-
íåíèå. Â ðåçóëüòàòå àëãîðèòìó ñîîòâåòñòâóåò äåðåâî ðåøåíèé. Ëèñòüÿ ýòîãî
äåðåâà ñîîòâåòñòâóþò îòñîðòèðîâàííîìó ìàññèâó. Åñëè çàôèêñèðîâàòü äëè-
íó ìàññèâà, òî åñòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå äåðåâà ðåøåíèé è

137



138 Ãëàâà 5. ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÇÀÄÀ× È NP-ÏÎËÍÛÅ ÇÀÄÀ×È.

 
ai1:ai2 

aj1:aj2 ak1:ak2 

as1:as2 ap1:ap2 al1:al2 am1:am2 

  > 

> 

> 

    > > > > 

 <=

 <=  <=

 <=  <=  <=  <=

Ðèñ. 5.1: Äåðåâî ðåøåíèé â çàäà÷å ñîðòèðîâêè. Óçëû � ñðàâíåíèÿ. Â çàâè-
ñèìîñòè îò ðåçóëüòàòà ñðàâíåíèÿ ïðîèñõîäÿò êàêèå-òî äåéñòâèÿ, îïðåäåëÿ-
åìûå àëãîðèòìîì è ïðîèñõîäÿò ñëåäóþùèå ñðàâíåíèÿ.

àëãîðèòìà (åñëè íå ó÷èòûâàòü òàêèå "ìåëî÷è êàê äåéñòâèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïå-
ðåñòàíîâêîé ýëåìåíòîâ). Êîëè÷åñòâî ëèñòüåâ äåðåâà ðåøåíèé ðàâíî ÷èñëó
âîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîìó îòñîðòè-
ðîâàííîìó ìàññèâó ñîîòâåòñòâóåò íàáîð èíäåêñîâ èñõîäíîãî ìàññèâà â òîì
ïîðÿäêå, â êàêîì ýëåìåíòû áóäóò ëåæàòü â îòñîðòèðîâàííîì ìàññèâå.

Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè ðàâíî âûñîòå h äåðåâà ðåøåíèé.
Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèñòüåâ â äåðåâå âûñîòû h ðàâíî 2h. ×èñëî ëèñòüåâ
â äåðåâå ðåøåíèé ðàâíî n!, ïîñêîëüêó êàæäîìó ëèñòó ñîîòâåòñòâóåò îäíà
ïåðåñòàíîâêà ýëåìåíòîâ ìàññèâà. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî àëãîðèòìà äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ

N ! ≤ 2h èëè h ≥ log2 N

Ïðèìåíÿÿ îöåíêó äëÿ ôàêòîðèàëà N ! ≥ (N/e))
N
, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî:

T (N) = c · h ≥ c ·N logN −N · log e = O(N · logN)

Òàêèì îáðàçîì, O(N · logN) � íèæíÿÿ îöåíêà âðåìåíè ðàáîòû ëþáîãî
àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè ìàññèâà. Îòìåòèì, ÷òî ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé
äëÿ íàèõóäøåãî ñëó÷àÿ. Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî äåðåâî ðåøåíèé ìîæåò èìåòü
äîñòàòî÷íî êîðîòêèå ïóòè, è äëÿ ëó÷øåãî ñëó÷àÿ âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèò-
ìà áóäåò ìåíüøå. Íà ñàìîì äåëå åñòü àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè, êîòîðûå ýòî
äåëàþò çà ëèíåéíîå âðåìÿ (!). Ýòî àëãîðèòìû öåëî÷èñëåííîé ñîðòèðîâêè,
êîòîðûå ó÷èòûâàþò íå òîëüêî ðåçóëüòàò ñðàâíåíèÿ a > b, íî è òî íàñêîëü-
êî îäíè ýëåìåíò áîëüøå äðóãîãî. Ýòî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âåòâëåíèå â äåðåâå
ðåøåíèé íå íà äâå âåòêè, à íà êîëè÷åñòâî âåòâåé, ñðàâíèìîå ñ äëèíîé ìàñ-
ñèâà. Äëÿ öåëûõ ÷èñåë òàêîå ñðàâíåíèå âîçìîæíî, íî, íàïðèìåð äëÿ ñòðîê,
ýòî ñäåëàòü çàòðóäíèòåëüíî, à äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ ñëó÷àåâ ïðîñòî íåâîç-
ìîæíî. Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò âàæíûé âûâîä. Îêàçûâàåòñÿ ìîæíî äî
ñîçäàíèÿ àëãîðèòìà îöåíèòü ìèíèìàëüíî äîñòèæèìîå âðåìÿ ðàáîòû, è ýòî
âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì çàäà÷è, à íå àëãîðèòìà, êîòîðîãî ìû íå çíàåì.
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5.2 Ôîðìàëüíûå ÿçûêè. Äîïóñêàþùèé è ðàñ-
ïîçíàþùèé àëãîðèòìû

Çàäà÷è áûâàþò ðàçíûå. Â òîì ÷èñëå, áûâàþò è òå, â êîòîðûõ îòâåò íà-
äî äàòü â âèäå "äà"èëè "íåò". Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òàêîãî ïëàíà (à èõ åùå
èíîãäà íàçûâàþò çàäà÷àìè ðàçðåøåíèÿ) óäîáíî èñïîëüçîâàòü òåðìèíîëî-
ãèþ òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ. Ïîíÿòèå "ôîðìàëüíûé ÿçûê"îïðåäåëÿåò
ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ñëîâ (ñòðîê) íàä êîíå÷íûì àëôàâèòîì. Âõîä ëþáîãî
àëãîðèòìà ñâîäèòñÿ ê ñòðîêå (ëþáàÿ ïðîãðàììà èìååò íà âõîäå äâîè÷íûé
ôàéë). Ïîýòîìó âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðàâèëüíî îöåíè-
âàòü êàê ôóíêöèþ äëèíû âõîäíîé ñòðîêè. Èòàê:

Àëôàâèò � íåêîå (êîíå÷íîå) ìíîæåñòâî Σ.

Ñëîâî äëèíû n � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç n ñèìâîëîâ àëôàâèòà Σ.

Σ∗ � Ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ âñåõ äëèí

ßçûê L íàä àëôàâèòîì Σ � ïîäìíîæåñòâî Σ∗: L ⊆ Σ∗ � (íåêîòîðîå
ìíîæåñòâî ñòðîê ñèìâîëîâ èç àëôàâèòà ).

Ïîñêîëüêó àëôàâèò êîíå÷åí, òî åñòü îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà âñåõ ñëîâ â
àëôàâèòå Σ = {ai} íà ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå Σ0,1 = {0, 1}. Äàëåå
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÿçûêè íàä àëôàâèòîì {0, 1}. Òàê, íàïðèìåð, ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü àëôàâèò Σ0,1 = {0, 1} è ÿçûê L = {10, 11, 101, 111, 1011,
1101, 10001· · · }, ñîñòîÿùèé èç äâîè÷íûõ çàïèñåé ïðîñòûõ ÷èñåë.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàññ àëãîðèòìîâ, ðåçóëüòàòîì êîòîðûõ ÿâëÿ-
åòñÿ îòâåò ëèáî "äà"ëèáî "íåò". Ò.å. àëãîðèòìû, êîòîðûå ðåàëèçóåò îòîáðà-
æåíèå {0, 1}∗ → {0, 1} . Ýòè àëãîðèòìû íàçûâàþòñÿ ðåøàþùèìè àëãîðèò-
ìàìè. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì A îïðåäåëÿåò ïîäìíîæåñòâî L ⊆ Σ∗, òàêîå,
÷òî A(x ∈ L) = 1, A(x /∈ L) = 0. Èíûìè ñëîâàìè, àëãîðèòì îïðåäåëÿåò íåêî-
òîðûé ÿçûê. Òåïåðü ñòàíîâèòñÿ èíòóèòèâíî ÿñíûì, ÷òî åñòü ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó ôîðìàëüíûìè ÿçûêàìè è çàäà÷àìè (âåäü àëãîðèòì ðåøàåò çàäà÷ó).
Ðàçóìååòñÿ, êëàññ ðåøàþùèõ àëãîðèòìîâ ãîðàçäî óæå, ÷åì âñå ìûñëèìûå
àëãîðèòìû. Â ÷àñòíîñòè, àëãîðèòì ñîðòèðîâêè çàòðóäíèòåëüíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ðåøàþùåãî àëãîðèòìà. Îäíàêî, àëãîðèòìû äëÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè
(íàïðèìåð, çàäà÷à ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè â ãðàôå) ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê ðåøàþùèå àëãîðèòìû. Ñîîòâåòñòâóþùèé ðåøàþùèé àëãîðèòì áóäåò
îòâå÷àòü íà âîïðîñ "èìååò ëè äàííûé ãðàô ïóòü, êîðî÷å, ÷åì çàäàííàÿ âå-
ëè÷èíà?".

Ââåäåì íåñêîëüêî âàæíûõ îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1. Àëãîðèòì A äîïóñêàåò ñëîâî x, åñëè A(x) = 1.

Îïðåäåëåíèå 2. Àëãîðèòì A îòâåðãàåò ñëîâî x, åñëè A(x) = 1.

Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì ìîæåò íå äîïóñêàòü è íå îòâåðãàòü íåêîòîðûå
ñëîâà. Ñëó÷àåòñÿ è òàê, ÷òî àëãîðèòì íå äàåò íèêàêîãî îòâåòà (íàïðèìåð,
çàöèêëèâàåòñÿ èëè àâàðèéíî çàâåðøàåòñÿ).
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Îïðåäåëåíèå 3. Àëãîðèòì A äîïóñêàåò ÿçûê L, åñëè îí äîïóñêàåò òå è
òîëüêî òå ñëîâà, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò L.

Ïîíèìàòü ñëåäóåò è òî, ÷òî àëãîðèòì A, äîïóñêàþùèé íåêîòîðûé ÿçûê
L, âîâñå íå îáÿçàí îòâåðãàòü âñÿêîå ñëîâî, íå âõîäÿùåå â L. Ïóñòü, íàïðè-
ìåð, ÿçûê L ýòî âñå Ýéëåðîâû ãðàôû. ßñíî, ÷òî ãðàô ìîæíî îïèñàòü â âèäå
äâîè÷íîãî êîäà. Îäíàêî åñòü (â çàâèñèìîñòè îò äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ)
äâîè÷íûå ñëîâà, êîòîðûå íå ïðåäñòàâëÿþò íèêàêîãî ãðàôà. Â ñëó÷àå, åñ-
ëè àëãîðèòìó ïðåäñòàâëåíî íåäîïóñòèìîå ñëîâî, àëãîðèòì ìîæåò àâàðèéíî
çàâåðøèòü ðàáîòó, ò.å. äîïóñêàþùèé àëãîðèòì äëÿ ÿçûêà L ìîæåò íå äàòü
îòâåòà.

Îïðåäåëåíèå 4. Àëãîðèòì A ðàñïîçíàåò ÿçûê L, åñëè îí äîïóñêàåò âñå
ñëîâà èç L è îòâåðãàåò âñå äðóãèå ñëîâà.

Îïðåäåëåíèå 5. ßçûê L äîïóñêàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè ñó-
ùåñòâóåò äîïóñêàþùèé àëãîðèòì A, ïðè÷åì âñÿêîå ñëîâî x äîïóñêàåòñÿ
àëãîðèòìîì çà âðåìÿ ïîðÿäêà O(nk) (ò.å. âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà A ïî-
ðÿäêà O(nk)), ãäå n � äëèíà ñëîâà, à k � íåêîòîðîå íå çàâèñÿùåå îò x
÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 6. ßçûê ðàñïîçíàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ðàñïîçíàþùèé àëãîðèòì A è ÷èñëî k òàêèå, ÷òî åãî âðåìÿ ðàáîòû
ïîðÿäêà O(nk), ãäå n � äëèíà ñëîâà.

Îïðåäåëåíèå 7. Êëàññ ÿçûêîâ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ïîëèíîìèàëü-
íûå àëãîðèòìû íàçûâàåòñÿ êëàññîì P.

5.3 Ïðîâåðÿþùèå àëãîðèòìû. Êëàññ ÿçûêîâ NP

Îïðåäåëåíèå 8. Íàçîâåì ïðîâåðÿþùèì àëãîðèòìîì A àëãîðèòì ñ äâóìÿ
àðãóìåíòàìè. Ïåðâûé àðãóìåíò áóäåì íàçûâàòü âõîäíîé ñòðîêîé (ñëîâî
x ∈ L), à âòîðîé � ñåðòèôèêàòîì. Ïðîâåðÿþùèé àëãîðèòì äîïóñêàåò
ñëîâî x, åñëè ñóùåñòâóåò ñåðòèôèêàò y ∈ {0, 1}∗, òàêîé, ÷òî A(x, y) = 1
äëÿ x ∈ L è íå ñóùåñòâóåò ñåðòèôèêàòà äëÿ äðóãèõ ñëîâ. Îòìåòèì, ÷òî
ñåðòèôèêàò ìîæåò íå èìåòü íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê ÿçûêó L.

Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ãàìèëüòîíîâûì öèêëîì â ãðàôå ÿâëÿåòñÿ òàêîé öèêë,
êîòîðûé ïðîõîäèò ÷åðåç âñå âåðøèíû ãðàôà ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó. Ãðà-
ôû, èìåþùèå Ãàìèëüòîíîâ öèêë íàçûâàþòñÿ Ãàìèëüòîíîâûìè ãðàôàìè.
Ïóñòü ÿçûê Ham � ìíîæåñòâî Ãàìèëüòîíîâûõ ãðàôîâ. Ìû íå óìååì ïðî-
âåðèòü íåïîñðåäñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ ëè ïðåäúÿâëåííûé ãðàô ãàìèëüòîíîâûì,
ò.å. ó íàñ íåò ðàñïîçíàþùåãî àëãîðèòìà, òàêîãî, ÷òî A(x) = 1, åñëè ñëî-
âî x ïðèíàäëåæèò ÿçûêó Ham è A(x) = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Îäíàêî,
åñëè êòî-òî íàì ïðåäúÿâèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí è çàÿâèò, ÷òî ýòà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ Ãàìèëüòîíîâûì öèêëîì, ìû ìîæåì ýòî ïðî-
âåðèòü, ò.å. ìîæåì ïðîâåðèòü, ÷òî ïðåäúÿâëåííîå äâîè÷íîå ñëîâî äåéñòâè-
òåëüíî ïðåäñòàâëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí èññëåäóåìîãî ãðàôà, ÷òî
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ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ öèêëîì è ÷òî îíà ñîäåðæèò âñå âåðøèíû
ãðàôà. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå ñåðòèôè-
êàòà. Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí äàííîãî ãðàôà íå ÿâëÿåòñÿ
âîîáùå êàêèì-ëèáî ãðàôîì. Òåì íå ìåíåå, ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äâîè÷íîãî ñëîâà, ò.å. y ∈ {0, 1}∗. Àëãîðèòì, êîòîðûé
ïðîâåðÿåò, äåéñòâèòåëüíî ëè y ïðåäñòàâëÿåò ãàìèëüòîíîâ öèêë â ãðàôå x
äîâîëüíî ëåãêî ðåàëèçîâàòü. ßñíî, ÷òî ýòîò àëãîðèòì äîëæåí çàâèñåòü îò
äâóõ àðãóìåíòîâ � ñîáñòâåííî ñëîâà x, ïðåäñòàâëÿþùåãî ãðàô, è ñëîâà y,
ïðåäñòàâëÿþùåãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí � A(x, y) .

Îïðåäåëåíèå 9. ßçûê ïðèíàäëåæàò êëàññó NP, åñëè ñóùåñòâóåò ïðîâå-
ðÿþùèé àëãîðèòì A(x, y), ïðè÷åì:

• Ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû Cp è p2 , ÷òî äëèíà ñåðòèôèêàòà
îãðàíè÷åíà ïîëèíîìîì: |y| ≤ Cp · |x|p1 ;

• Âðåìÿ ðàáîòû ïðîâåðÿþùåãî àëãîðèòìà îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì îò
äëèíû âõîäíîãî ñëîâà: T (A(x, y)) ≤ CA · |x|p1+p2 , ãäå CA, p1, p2 � êîí-
ñòàíòû, íå çàâèñÿùèå îò âõîäíîãî ñëîâà.

NP ðàñøèôðîâûâàåòñÿ êàê "ïîëèíîìèàëüíî íåîïðåäåëåííûé".
ßçûê (èëè çàäà÷à) òîãäà ïðèíàäëåæèò êëàññó NP, êîãäà îí ëåãêî ïðî-

âåðÿåì ïðîâåðÿþùèì àëãîðèòìîì. Çàìåòèì, ÷òî ìû íå ãîâîðèì, ÷òî óìååì
ðåøàòü òàêóþ çàäà÷ó � óìååì áûñòðî ïðîâåðÿòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ïðåäñòàâëåí-
íîå ðåøåíèå ïðàâèëüíûì. Îòìåòèì, ÷òî ìû çäåñü íèãäå íå êîíêðåòèçèðóåì,
à êàê çàäà÷ó ïðåäñòàâèòü â âèäå äâîè÷íûõ ñëîâ. Äëÿ çàïèñè òåõ æå ãðà-
ôîâ ìîæíî ïðèäóìàòü ðàçíîîáðàçíûå ñïîñîáû çàïèñè, ò.å. ðàçíîîáðàçíûå
îòîáðàæåíèÿ ÇÀÄÀ×À→ {0, 1}∗. Îäíàêî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ìûñëèìûå
îòîáðàæåíèÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ýêâèâàëåíòíû, ò.å. äëèíû ñëîâ â ðàçíûõ
ïðåäñòàâëåíèÿõ îäíîé è òîé æå çàäà÷è îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íå áîëåå,
÷åì ïîëèíîìèàëüíî.

Óïðàæíåíèå 32. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ÿçûêè, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò
ïîëèíîìèàëüíûé ðàñïîçíàþùèé àëãîðèòì, ïðèíàäëåæàò êëàññó NP.

5.4 Ñâîäèìîñòü ÿçûêîâ. NP-ïîëíûå çàäà÷è (NPC)

Ãîâîðÿ î ñâîäèìîñòè çàäà÷ âñïîìèíàåòñÿ ñòàðûé àíåêäîò. Çàäà÷à1. Äàíî:
÷àéíèê, êðàí, ãàçîâàÿ ïëèòà è ñïè÷êè. Òðåáóåòñÿ âñêèïÿòèòü âîäó. Ðåøå-
íèå: íàëèâàåì â ÷àéíèê âîäó, çàæèãàåì ãàç, ñòàâèì ÷àéíèê íà ãàç, æäåì
10 ìèíóò. Çàäà÷à 2. Äàíî ÷àéíèê ñ âîäîé, êðàí, ãàçîâàÿ ïëèòà è ñïè÷êè.
Òðåáóåòñÿ âñêèïÿòèòü âîäó. Ðåøåíèå. Âûëèâàåì âîäó èç ÷àéíèêà è ñâîäèì
çàäà÷ó ê ïðåäûäóùåé. Â ýòîì àíåêäîòå çàëîæåíà èäåÿ ñâîäèìîñòè îäíèõ
çàäà÷ ê äðóãèì.

Îïðåäåëåíèå 10. ßçûê L1 ñâîäèòñÿ ê ÿçûêó L2, åñëè ñóùåñòâóåò îòîá-
ðàæåíèå f : {0, 1}∗ → {0, 1}∗ òàêîå, ÷òî x ∈ L1 ⇔ f(x) ∈ L2. Îòìåòèì,
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÷òî îòîáðàæåíèå f íå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì, ò.å. ìîæåò íå
ñóùåñòâîâàòü îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ (ðèñ.5.2). ×àñòíûì ñëó÷àåì òàêî-
ãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äîïóñêàþùèé àëãîðèòì (åñëè ñóùåñòâóåò). Â
ýòîì ñëó÷àå ÿçûê L2 ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîãî ñëîâà {1}, à îòîáðàæåíèå
åñòü àëãîðèòì: f(x) = A(x). Åñëè ñâîäÿùåå îòîáðàæåíèå f(x) âû÷èñëÿ-
åòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò äëèíû ñëîâà x, òî ãîâîðÿò, ÷òî ÿçûê L1

ñâîäèòñÿ ê ÿçûêó L2 çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, è îáîçíà÷àåòñÿ L1 <p L2.

 

{0,1}
*
 

L1 

{0,1}
*
 

L2 

Ðèñ. 5.2: Ê ïîíÿòèþ ñâîäèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 11. ßçûê L ïðèíàäëåæèò êëàññó NP-ïîëíûõ (NP-complete,
NPC), åñëè:

1. L ∈ NP � ÿçûê ïðèíàäëåæèò êëàññ NP (ïîëèíîìèàëüíî ïðîâåðÿå-
ìûå çàäà÷è)

2. L′ <p L äëÿ ëþáîãî ÿçûêà L′ ∈ NP , ëþáîé òàêîé ÿçûê ñâîäèì ê L,

Èíûìè ñëîâàìè, NP-ïîëíûå çàäà÷è ýòî ïîëèíîìèàëüíî ïðîâåðÿåìûå çà-
äà÷è, êîòîðûå ïîëèíîìèàëüíî íå ìåíåå ñëîæíûå, ÷åì ëþáàÿ NP-çàäà÷à.

Áëàãîäàðÿ âòîðîìó ñâîéñòâó (ñâîéñòâó ñâîäèìîñòè) ñóùåñòâóåò ÎÄÍÀÈ
ÒÎËÜÊÎ ÎÄÍÀ NP-ïîëíàÿ çàäà÷à. Åñëè äëÿ õîòÿ áû îäíîé NP-ïîëíîé çà-
äà÷è íàéäåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, òî ÂÑÅ NP-ïîëíûå çàäà÷è ìîæ-
íî áóäåò ðåøèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Åñòü ãèïîòåçà: äëÿ NP-ïîëíûõ çàäà÷ íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî
àëãîðèòìà.

Íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî NP-ïîëíûõ çàäà÷ íàäî çíàòü íàèçóñòü. Ýòî ïîëåç-
íî, ïîñêîëüêó åñëè âû ñèäèòå è ðåøàåòå êàêóþ-òî çàäà÷ó, ñòàðàÿñü íàéòè
ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, à ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ NP-ïîëíàÿ çàäà÷à, íå
íàäî áèòüñÿ � ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ íåò. È åñëè Âû ñìîã-
ëè ïîñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, òî, ñêîðåå âñåãî, Âû ïðèäóìàëè
íåïðàâèëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé, ïî êðàéíåé ìåðå, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íå
ðåøàåò Âàøó çàäà÷ó. Íàäî ïîíèìàòü, ÷òî äëÿ NP-ïîëíûõ çàäà÷ íåò ýôôåê-
òèâíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ, à åñòü, ïî-âèäèìîìó, ýêñïîíåíöèàëü-
íûå. Íî åñëè Âàøà ïðàêòè÷åñêàÿ çàäà÷à íåáîëüøàÿ (íàïðèìåð ãðàô èìååò
íåìíîãî � ïîðÿäêà 10 âåðøèí), òî âïîëíå ìîæåò óñòðîèòü è íåýôôåêòèâ-
íûé àëãîðèòì ïîëíîãî ïåðåáîðà. Âïðî÷åì äàæå äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî
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ðàçìåðà çàäà÷è åñòü âûõîä � èñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, èëè, îïèðà-
ÿñü íà îñîáåííîñòè çàäà÷è ðåøàòü íå óíèâåðñàëüíóþ çàäà÷ó, à ñóæåííóþ
çàäà÷ó. Ýòà ñèòóàöèÿ áóäåò ðàññìîòðåíà ïîçæå.

Âïðî÷åì, åñëè èñïîëüçîâàòü âû÷èñëèòåëüíûå ñðåäñòâà, â êîòîðûõ êî-
ëè÷åñòâî ïðîöåññîðîâ ñðàâíèìî ñ ðàçìåðîì çàäà÷è, òî ìîæíî ñòðîèòü ýô-
ôåêòèâíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷. Êðîìå òîãî, êâàíòîâûå âû-
÷èñëèòåëè òàêæå ìîãóò ðåøàòü ñëîæíûå çàäà÷è (ïðàâäà, â íåêîòîðîì âå-
ðîÿòíîñòíîì ñìûñëå). Âïðî÷åì ðàññìîòðåíèå ýòèõ âû÷èñëèòåëåé âûõîäèò
äàëåêî çà ðàìêè êóðñà.

5.5 Íåêîòîðûå NP-ïîëíûå çàäà÷è

Ïîèñê ìàêñèìàëüíîé êëèêè â ãðàôå. Ïîèñê ìàêñèìàëüíîé êëèêè â
ãðàôå � ýòî ïîèñê ìàêñèìàëüíîãî ïîëíîãî ïîäãðàôà (ãäå âñå ðåáðà ñâÿçàíû
ñî âñåìè). Ïîèñê ëþáîé êëèêè òðèâèàëåí � êëèêîé ìîùíîñòè 2 ÿâëÿåòñÿ
ëþáîå ðåáðî. Çàäà÷à ïîèñêà êëèêè â ãðàôå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ, â òîì ÷èñëå è
â áèîèíôîðìàòèêå. Ê ïðèìåðó, ïðîãðàììà CluD, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ ïîèñêà
ãèäðîôîáíûõ ÿäåð â áåëêàõ, îñíîâàíà íà ïîèñêå êëèêè â ñïåöèàëüíîì ãðà-
ôå "ãèäðîôîáíûõ ãðóïï"áåëêà, èëè ïîèñê îðòîëîãîâ � ïî áîëüøîìó ñ÷åòó
ýòî ïîèñê êëèê â ìíîãîäîëüíûõ ãðàôàõ. Ìû óæå óïîìèíàëè, ÷òî çàäà÷à íà
ìàêñèìóì çàìåíÿåòñÿ çàäà÷åé î òîì åñòü ëè â ãðàôå êëèêà áîëüøå çàäàííî-
ãî ðàçìåðà. Ïðè ôîðìàëèçàöèè ïðèêëàäíîé çàäà÷è (íàïðèìåð,èç îáëàñòè
áèîèíôîðìàòèêè) íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî ÷àñòî ìàêñèìàëüíàÿ êëèêà íå
åäèíñòâåííà!

Ïîèñê ãàìèëüòîíîâà ïóòè. Ïîèñê ãàìèëüòîíîâà ïóòè � â îòëè÷èå îò
ïîèñêà ýéëåðîâà ïóòè òàê ïðîñòî íå ðåøàåòñÿ. Âûøå ìû óæå ãîâîðèëè (ñì.
ðàçäåë ïðî ïðèìåíåíèå ýéëåðîâîñòè ãðàôà â áèîèíôîðìàòèêå) î âîçìîæíîì
ïðèìåíåíèè ïîèñêà ãàìèëüòîíîâà ïóòè è çàìåíå åãî ïîèñêîì ýéëåðîâà ïóòè
íà äðóãîì ãðàôå.

Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà. Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà îñíîâàíà íà ïðåäûäó-
ùåé çàäà÷å î ãàìèëüòîíîâîì ïóòè. Ýòî èíòåðåñíàÿ ïðèêëàäíàÿ çàäà÷à. Êîì-
ìèâîÿæåð (áðîäÿ÷èé òîðãîâåö) åçäèò ïî ãîðîäàì è ïðåäëàãàåò ñâîè òîâàðû.
Ïîíÿòíî, ÷òî ÷åì áîëüøå ãîðîäîâ îí îáúåäåò, òåì áîëüøå äåíåã çàðàáîòà-
åò, ïðè ýòîì ìû ó÷èòûâàåì ñòîèìîñòü ïåðååçäà èç îäíîãî ãîðîäà (âåðøèíû
ãðàôà) â äðóãîé � íå êàæäàÿ äîðîãà (ðåáðî ãðàôà) êîììèâîÿæåðó âûãîäíà.
Ñëîæíîñòü çàäà÷è åùå è â òîì, ÷òî êîììèâîÿæåð íåùàäíî îáìàíûâàåò è
îáñ÷èòûâàåò ñâîèõ ïîêóïàòåëåé, ïîýòîìó ïîÿâëÿòüñÿ äâàæäû â îäíîì ãîðî-
äå åìó íåëüçÿ. Íàøà çàäà÷à � ïîìî÷ü íàãëîìó êîììèâîÿæåðó çàðàáîòàòü
êàê ìîæíî áîëüøå äåíåã.

Íåçàöèêëèâàþùàÿñÿ ïðîãðàììà. Íåçàöèêëèâàþùàÿñÿ ïðîãðàììà �
çàäà÷à î òîì, êàê, ñìîòðÿ íà ëþáóþ ïðîãðàììó, ñêàçàòü, áóäåò ëè îí çà-
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öèêëèâàòüñÿ, èëè íåò (òàêóþ çàäà÷ó êàæäûé èç âàñ "ðåøàë âðó÷íóþ"íà
çàíÿòèÿõ ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ).

Çàäà÷à î ðþêçàêå. Çàäà÷à î ðþêçàêå çíàêîìà êàæäîìó òóðèñòó, ïóòå-
øåñòâåííèêó è ñòóäåíòó ÔÁÁ (êàê çàâñåãäàòàþ ÇÁÑ è ÁÁÑ). Åñòü áîëü-
øîé ðþêçàê è ìíîãî âåùåé ðàçíîãî çàäàííîãî ðàçìåðà. Íóæíî ïîëîæèòü â
ðþêçàê ìàêñèìàëüíî êîëè÷åñòâî âåùåé. Çàìåòèì, ÷òî æàäíûé àëãîðèòì
� õâàòàòü ñàìîå áîëüøîå è çàïèõèâàòü â ðþêçàê � çäåñü íå ïîäõîäèò.
Ýòà çàäà÷à (íåñêîëüêî ìîäèôèöèðîâàííàÿ) èìååò ïðèëîæåíèÿ â áèîèíôîð-
ìàòèêå. Ðå÷ü èäåò î ðàñøèôðîâêå àìèíîêèñëîòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ïî äàííûì ìàññ-ñïåêòðîìåòðèè. Â âåñüìà óïðîùåííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à
âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñòü áåëîê ñ íåèçâåñòíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ. Åãî ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïîðåçàëè íà ôðàãìåíòû. Îáû÷íî ýòî äåëàþò ñ
èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ïðîòåàç. Äàëåå, ñ ïîìîùüþ ìàññ-ñïåêòðîìåòðà
îïðåäåëÿþò ìàññû ôðàãìåíòîâ. Ìû çíàåì ìàññû àìèíîêèñëîòíûõ îñòàò-
êîâ. Âîïðîñ: èç êàêèõ îñòàòêîâ ìîãóò ñîñòîÿòü ôðàãìåíòû. Äàëüíåéøàÿ,
âåñüìà ñëîæíàÿ ðàáîòà çàêëþ÷àåòñÿ â âîññòàíîâëåíèè àìèíîêèñëîòíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Ê ñîæàëåíèþ, ýòîò ïîäõîä íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíèòü
î÷åíü òðóäíî åùå èç-çà òîãî, ÷òî åñòü íåîäíîçíà÷íîñòü â îïðåäåëåíèè ìàñ-
ñû ôðàãìåíòîâ (íåêîòîðûå ôðàãìåíòû ìîãóò ïðè ñåáå íåñòè äîïîëíèòåëü-
íûå õèìè÷åñêèå ãðóïïû, íàïðèìåð, OH è ïîýòîìó ýòè ìîäèôèêàöèè äàþò
äîïîëíèòåëüíûå ïèêè â ñïåêòðå).

Çàäà÷à î âûïîëíèìîñòè áóëåâîé ôîðìóëû (SAT îò satisfaction).
Çàäà÷à î âûïîëíåíèè áóëåâîé ôîðìóëû. Èìååòñÿ íåêàÿ (ëþáàÿ) áóëåâà ôîð-
ìóëà îò ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà áóëåâûõ ïåðåìåííûõ, ê ïðèìåðó, òàêàÿ: .
Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò íàáîð ïåðå-
ìåííûõ, ïðè êîòîðûõ ýòà ôîðìóëà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå èñòèíà.

Äëÿ ïðèâåäåííûõ çàäà÷ î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóþò áûñòðûå ïðîâåðî÷-
íûå àëãîðèòìû � èõ î÷åíü ïðîñòî íàïèñàòü. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü,
÷òî êàêàÿ-ëèáî çàäà÷à ïðèíàäëåæèò êëàññó NP-ïîëíûõ çàäà÷ íåîáõîäèìî,
âî-ïåðâûõ, ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëüíîãî ïðîâåðÿþùåãî àëãî-
ðèòìà ñ ñåðòèôèêàòîì ïîëèíîìèìàëüíîé äëèíû. À âî âòîðûõ, ñâåñòè ê ýòîé
çàäà÷å êàêóþ-íèáóäü NP-ïîëíóþ çàäà÷ó. Îáðàòèì âíèìàíèå, íà òî ÷òî ê ÷å-
ìó íàäî ñâîäèòü. ×òîáû äîêàçàòü NP-ïîëíîòó çàäà÷è L íàäî ê íåé ñâåñòè
èçâåñòíóþ NP-ïîëíóþ çàäà÷ó, à íå íàîáîðîò.

Äëÿ çàäà÷è SAT äîêàçàíà NP-ïîëíîòà ïîëíîñòüþ, ò.å. äîêàçàíî, ÷òî ëþ-
áàÿ çàäà÷à èç êëàññà NP ñâîäèòñÿ ê íåé. Ýòà òåîðåìà äîñòàòî÷íî ñëîæíà è
ìû íå áóäåì åå çäåñü äîêàçûâàòü. Îäíàêî ìû ïîêàæåì, êàê ïðîèçâîäèòñÿ
ñâîäèìîñòü îäíèõ NP-ïîëíûõ çàäà÷ ê äðóãèì.

5.5.1 Çàäà÷è âûïîëíèìîñòè SAT è 3CNF.

3-Conjunctive Normal Form èëè 3-êîíúþêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà, ñîêðà-
ùåííî 3CNF � ýòî êîìáèíàöèÿ èç òðîåê ïåðåìåííûõ, âíóòðè êàæäîé òðîé-
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êè ìåæäó ïåðåìåííûìè ñòîèò ÈËÈ, à ïåðåä íåêîòîðûìè ïåðåìåííûìè ñòî-
èò îòðèöàíèå ¬, à ìåæäó òðîéêàìè ñòîèò È. Ïðèìåð 3CNF:

(x1|x2|¬x3)&(x1|¬x2|x3).

Êîìáèíàöèþ âèäà x èëè ¬x íàçûâàåòñÿ òåðìîì, Ñîâîêóïíîñòü òðåõ òåð-
ìîâ, ðàçäåëåííûõ çíàêîì |, íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé. Ñëåäîâàòåëüíî, 3CNF �
ýòî êîíå÷íîå ÷èñëî ãðóïï, ðàçäåëåííûõ çíàêîì &. 3CNF ñâîäèìà ê SAT.
Ýòî î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó 3CNF ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì SAT, è åñëè ó
íàñ åñòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è SAT, òî àâòîìàòè÷åñêè ìû óìååì ðåøàòü
çàäà÷ó 3CNF. Íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP-ïîëíîòû 3CNF íàäî íàîáîðîò ñâå-
ñòè çàäà÷ó SAT ê 3CNF!

Äîêàæåì, ÷òî SAT ñâîäèòñÿ ê 3CNF. Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþ-
áîé SAT ìîæíî íàïèñàòü ýêâèâàëåíòíóþ 3CNF, áûòü ìîæåò, äëÿ ýòîãî íàì
ïðèäåòñÿ ââåñòè äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå. Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü
íàì äàíà áóëåâà ôîðìóëà:

φ = ((x1&(x2|x3))&(x2|x4))|x1 (5.1)

Ïîñòðîèì äëÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ òàê íàçûâàåìîå äåðåâî ðàçáîðà. ×òîáû âû-
÷èñëèòü ýòî âûðàæåíèå íàì íàäî âû÷èñëèòü âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ, è ñäå-
ëàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäñòàíîâêè. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíóþ ïåðåìåííóþ
y1 = x2|x3. Òîãäà ìû ñìîæåì âû÷èñëèòü ñëåäóþùóþ ñêîáêó y2 = x1&y1.
Ïðîäîëæàÿ ââîäèì åùå ïåðåìåííûå y3 = x2|x4), y4 = y2&y3, y5 = y4|x1.
Ýòó ïðîöåäóðó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äåðåâà ðàçáîðà (ñì. ðèñ.5.3). Ëè-
ñòüÿ äåðåâà � ïåðåìåííûå. Óçëû � áèíàðíûå îïåðàöèè. Òåïåðü (5.1) ìîæíî

 | y5 

x1 & 

& 

| 

y4 

| y3 y2 

y1 x4 x2 

x3 x2 

x1 

Ðèñ. 5.3: Äåðåâî ðàçáîðà äëÿ (5.1).

ïåðåïèñàòü â âèäå:

φ = y5&(y5 ≡ y4|x1)&(y4 ≡ y2&y3)&(y3 ≡ x2|x4)&(y2 ≡ y1&x1)&(y1 ≡ x2|x3)

Îòìåòèì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ýòà ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé ôîðìóëå. Âî-
âòîðûõ, îíà ïî÷òè 3CNF , ïîñêîëüêó îíà ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé èç ãðóïï
ïî 3 òåðìà. Åäèíñòâåííîå, âìåñòî íåîáõîäèìûõ îïåðàöèé "èëè"òàì âñòðå÷à-
þòñÿ ðàçíûå äðóãèå îïåðàöèè � ïðîâåðêà òîæäåñòâåííîñòè, îïåðàöèè "è".
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Êðîìå òîãî, åñòü ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî òåðìà � y5. Ñàìîå ïðîñòîå �
ïðåäñòàâèòü ýòó ãðóïïó â âèäå òðîéêè: (y5|y5|y5), êîòîðàÿ âïîëíå ÿâëÿåòñÿ
3-ãðóïïîé.

Óïðàæíåíèå 33. Äîêàæèòå, ÷òî ïðèâåäåííàÿ ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíà
èñõîäíîé, ò.å. îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå true íà òåõ è òîëüêî íà òåõ íàáî-
ðàõ ïåðåìåííûõ x, íà êîòîðûõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå true èñõîäíàÿ ôîðìóëà.

Ïðèâåäåì ïîëó÷åííûå òðîéêè ê 3CNF. Äëÿ êàæäîé òðîéêè âèäà x ≡ y|z
ëèáî x ≡ y&z ñóùåñòâóåò âñåãî 8 ðàçíûõ íàáîðîâ áóëåâûõ ïåðåìåííûõ,
îáðàùàþùèõ òðîéêó â "true"ëèáî "false". Ê ïðèìåðó, åñëè âñå òðè ïåðåìåí-
íûå ðàâíû íóëþ, òðîéêà îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî (0=0&0). Ýòî ðàâåíñòâî
âåðíîå, åìó ñîîòâåòñòâóåò "true"(1).

Ïåðå÷èñëèì âñå âîçìîæíûå òðîéêè áóëåâûõ ïåðåìåííûõ è ñîîòâåòñòâó-
þùèå èì ýëåìåíòû ðåøåíèÿ òðîéêè (x ≡ y&z):

òðîéêà Çíà÷åíèå
0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 1

Ðàññìîòðèì ñî÷åòàíèå (0, 1, 1). Ïîïðîáóåì ïðåäñòàâèòü ýòî çíà÷åíèå â âèäå
êîìáèíàöèè òåðìîâ, îáúåäèíåííûõ îïåðàöèåé "òàê, ÷òîáû îíî áûëî ðàâíî
0 ïðè çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ (0, 1, 1) è òîëüêî ïðè íèõ. Ýòà êîìáèíàöèÿ
áóäåò òàêîé: (x ≡ y&z) = (x|¬y|¬z). Äåéñòâèòåëüíî, ÷òîáû ïîëó÷èòü 0 íàì
íàäî, ÷òîáû âñå òåðìû áûëè ðàíû 0. ßñíî, ÷òî òàì, ãäå â èñõîäíûõ äàííûõ
áûëà 1 íàì íàäî ïðèìåíèòü îòðèöàíèå, à òàì, ãäå áûë 0 íàäî ïðèíÿòü ïåðå-
ìåííóþ êàê åñòü. Çàìåòèì, ÷òî òðîéêà (x|¬y|¬z) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé 3CNF.
Àíàëîãè÷íî äëÿ ëþáîé òðîéêè, ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèÿ êîòîðîé åñòü 0 ìû
îïðåäåëÿåì ñâîé òåðì. Ýòî ïðîöåäóðà íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåíèåì òåðìîâ.

Äëÿ òåõ, êîìáèíàöèé, êîòîðûå â ðåçóëüòàòå äàþò 1 ïðèâåäåíèå òåðìîâ
íå âîçìîæíî. Íî ýòî íå âàæíî. Ïðîñòî ìû â ôèíàëüíóþ 3CNF íå áóäåì ïè-
ñàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ãðóïïû. Ýòè ãðóïïû ðàâíû 1, à îïåðàöèÿ &, êîòîðàÿ
îáúåäèíÿåò ãðóïïó, íåéòðàëüíà ïî îòíîøåíèþ ê ýòîìó çíà÷åíèþ.

Â ðåçóëüòàòå ìû êàæäóþ êîìáèíàöèþ âèäà x ≡ y ⋄ z çàìåíÿåì íåêîòî-
ðûì êîëè÷åñòâîì ãðóïï (íå áîëåå 8), îáúåäèíåííûõ îïåðàöèåé "&". À ýòè
êîìáèíàöèè, â ñâîþ î÷åðåäü, òàêæå îáúåäèíåíû îïåðàöèåé "&". Èòàê, ìû
ïîëó÷èëè 3CNF, ïðè÷åì åå äëèíà íå áîëåå, ÷åì â 16 ðàç áîëüøå, ÷åì äëèíà
èñõîäíîé ôîðìóëû.

Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ïðîèçâîëüíîé SAT ê 3CNF:

1. Ñòðîèì äåðåâî ðàçáîðà
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2. Ðàñøèðÿåì òåðìû (ââîäèì íîâûå ïåðåìåííûå)

3. Ïðèâîäèì òåðìû è ñòðîèì 3CNF

Èòàê, ìû ïîêàçàëè (íå äîêàçàëè), êàê ñâåñòè SAT ê 3CNF. Åñëè ðàñ-
ñóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â ïðèìåðå îáîáùèòü, òî áóäåò äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à
SAT íå ñëîæíåå çàäà÷è 3CNF. Íî çàäà÷à SAT ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé, ïîýòî-
ìó è çàäà÷à 3CNF òàêæå ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî,
â êàêóþ ñòîðîíó ìû äåëàëè ñâîäèìîñòü. Ìû ñâîäèëè NP-ïîëíóþ çàäà÷ó ê
íàøåé (íå íàîáîðîò!).

5.5.2 Çàäà÷à î êëèêå (CLIQUE).

Äàí ãðàô G = {V,E}. Âûÿñíèòü åñòü ëè â íåì êëèêà, ñîäåðæàùàÿ áîëåå
k âåðøèí. Ïðîâåðêà ðåøåíèÿ çàäà÷è òðèâèàëüíà (äîñòàòî÷íî ïðåäúÿâèòü
ñïèñîê èç âåðøèí), ïîýòîìó ýòî çàäà÷à êëàññà NP. Îöåíèì åå ïîëíîòó. Äëÿ
ýòîãî ñâåäåì ê ýòîé çàäà÷å äðóãóþ NP-ïîëíóþ çàäà÷ó. Ïîêàæåì, ÷òî 3CNF-
SAT <p CLIQUE.

Ïóñòü äàíà íåêàÿ 3CNF:

(x1|x2|¬x3)&(x1|¬x2|x4)&(x2|x5|¬x3)&(¬x3|x4|¬x5)&(x3|¬x3|x3)

Ïîñòðîèì ïî íåé ìíîãîäîëüíûé ãðàô, ïðè÷åì òàêîé, ÷òî åñëè â íåì åñòü k-
êëèêà, òî ýòà ôîðìóëà âûïîëíèìà. Äëÿ êàæäîé ãðóïïû ðèñóåì 3 âåðøèíû
(ïî îäíîé íà òåðì). Âåðøèíû u è v ñîåäèíÿåì ðåáðîì, åñëè îíè ïðèíàäëå-
æàò ðàçíûì òðîéêàì è ñîâìåñòèìû. Íåñîâìåñòèìûìè ñ÷èòàþòñÿ âåðøèíû,
íåñóùèå � îäíà íåêèé òåðì, äðóãàÿ � åãî îòðèöàíèå. Ê ïðèìåðó, íåñîâìå-
ñòèìû âåðøèíû, íåñóùèå òåðìû x3 è ¬x3. Ãðàô ïîëó÷àåòñÿ î÷åíü çàïóòàí-
íûé (íà ðèñ.5.4 ïîêàçàíû íå âñå ðåáðà).

Ëåììà 1. Åñëè â ãðàôå, ïîñòðîåííîì ïî íåêîé 3CNF ïî óêàçàííîìó ïðà-
âèëó, åñòü êëèêà ðàçìåðîì â ÷èñëî ãðóïï 3CNF, ýòà 3CNF ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ôîðìóëà ðàçðåøèìà, òî ñóùåñòâóåò íàáîð ïåðåìåí-
íûõ, êîãäà âñå ãðóïïû èñòèííû. Òîãäà â êàæäîé ãðóïïå åñòü èñòèííûé òåðì,
è, ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà òîæå èñòèííà. Ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû îáðà-
çóþò êëèêó. Îáðàòíîå òîæå âåðíî � åñëè åñòü êëèêà ðàçìåðà k, òî ôîðìóëà
ðàçðåøèìà.

Â íàøåì ñëó÷àå äëÿ ðàçðåøèìîñòè 3CNF íóæíî òðåáîâàòü ñóùåñòâîâà-
íèÿ êëèêè ìîùíîñòüþ 5. Òàêàÿ êëèêà â ãðàôå åñòü (âûäåëåíî æèðíûì).
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàáîðà ïåðåìåííûõ, óäîâëåòâîðÿþùåãî 3CNF, âçÿëè òåð-
ìû, êîòîðûå îáðàçóþò êëèêó â ãðàôå, è ïðèñâîèëè èì çíà÷åíèå 1("true"),
çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ íå âàæíî. Ïðè ñóùåñòâîâàíèè ïîêàçàííîé
êëèêè íàøà 3CNF ðàçðåøèìà ñ òàêèì íàáîðîì ïåðåìåííûõ: x1 = true, x2 =
true, x3 = false, òàê êàê ¬x3 = true, x4 � ëþáîå x5 = false.

Èòàê, NP-ïîëíàÿ çàäà÷à 3CNF ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î êëèêå â ìíîãîäîëü-
íîì ãðàôå. Ïîýòîìó çàäà÷à î êëèêå â ìíîãîäîëüíîì ãðàôå òàêæå ÿâëÿåòñÿ
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Ðèñ. 5.4: Ìíîãîäîëüíûé ãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé 3CNF. Ïîêàçàíû íå âñå
ðåáðà. Ïóíêòèðîì îòìå÷åíû ïàðû íåñîâìåñòèìûõ âåðøèí. Æèðíûì âûäå-
ëåíû ðåáðà, ïðèíàäëåæàùèå êëèêå.

NP-ïîëíîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàäà÷à î êëèêå â ìíîãîäîëüíîì ãðàôå ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (ñëåäîâàòåëüíî, òðèâèàëüíî ñâîäèòñÿ) ê çàäà÷å
î êëèêå â ïðîèçâîëüíîì ãðàôå. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à î êëèêå â ïðîèç-
âîëüíîì ãðàôå òàêæå ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé. Îïÿòü îáðàòèòå âíèìàíèå íà
íàïðàâëåíèå ñâîäèìîñòè.

5.5.3 Ðåøåíèå NP-ïîëíûõ çàäà÷

Äëÿ NP-ïîëíûõ çàäà÷ íåò ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ. Ýòî â íàñòîÿùåå
âðåìÿ íå äîêàçàíî, íî ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì ïî÷òè ïîâñåìåñòíîé âåðû. Ýòî íå
çíà÷èò, ÷òî äëÿ ýòèõ çàäà÷ âîîáùå íåò àëãîðèòìîâ. Àëãîðèòìû åñòü! òîëüêî
îíè òðåáóþò ïîëíîãî ïåðåáîðà âàðèàíòîâ, è ïîýòîìó èõ âðåìÿ ðàáîòû î÷åíü
áûñòðî ðàñòåò ñ ðàçìåðîì çàäà÷è. Îäíàêî, íå âñå ðåàëüíûå çàäà÷è áîëüøèå.
×àñòî íà ïðàêòèêå âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè
(äåñÿòêè âåðøèí â ãðàôå). Ïîýòîìó âîïðîñ îá àëãîðèòìàõ äëÿ NP-ïîëíûõ
çàäà÷ íå ÿâëÿåòñÿ áåññìûñëåííûì. Èòàê, ðåøàòü NP-ïîëíûå çàäà÷è íàäî!
Ìû óïîìèíàëè âûøå, êàêèìè âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ, ê ïðèìåðó, çàäà÷è î êëè-
êå è ãàìèëüòîíîâîì ïóòè, êàê ìíîãî ïðèìåíåíèé èìåþò ýòè çàäà÷è.

Âî-ïåðâûõ, íå âñå NP-ïîëíûå çàäà÷è äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ÿâëÿþòñÿ òà-
êîâûìè äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ. Íàïðèìåð, çàäà÷à î ìàêñè-
ìàëüíîé êëèêå ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé äëÿ îáùåãî âèäà ãðàôîâ, íî ÿâëÿåòñÿ
òðèâèàëüíîé äëÿ äåðåâüåâ. Äåðåâî ïî îïðåäåëåíèþ àöèêëè÷åñêèé ãðàô, à â
ëþáîé êëèêå ìîùíîñòüþ áîëüøå òðåõ âñåãäà åñòü öèêëû. Ïîýòîìó, äàæå íå
ãëÿäÿ íà äåðåâî, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìîùíîñòü ìàêñèìàëüíîé êëèêè ðàâíà
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äâóì.
Âî âòîðûõ, äëÿ NP-ïîëíûõ çàäà÷ ñóùåñòâóþò ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû

ðåøåíèÿ NP-ïîëíûõ çàäà÷. Ýâðèñòè÷åñêèìè íàçûâàþòñÿ ìåòîäû, ñîêðàùà-
þùèå ïîëíûé ïåðåáîð ïðè ðåøåíèè çàäà÷è. Òàêèå ìåòîäû äàþò íå òî÷íûå,
à ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, èùóò íå ìàêñèìàëüíóþ êëèêó, à äî-
ñòàòî÷íî áîëüøóþ, èëè èùóò íå ñîâñåì êëèêó, à î÷åíü ïëîòíûé ïîäãðàô.
Äëÿ ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ íóæíî äåëàòü îöåíêó êà÷åñòâà èõ ðàáîòû.

×àñòî ìîæíî ñäåëàòü íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå äåéñòâèÿ äëÿ òîãî,
÷òîáû ñîêðàòèòü ïåðåáîð. Íàïðèìåð, â çàäà÷å î ïîèñêå êëèêè õîðîøî áû
ñíà÷àëà âûäåëèòü ñâÿçíûå êîìïîíåíòû, ïîñêîëüêó êëèêè ïî îïðåäåëåíèþ
ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûìè êîìïîíåíòàìè. Äàëåå, ìîæíî ïîïðîáîâàòü â ãðàôå âû-
äåëèòü â ãðàôå Äðóãèå ñòðóêòóðû. ßñíî, ÷òî êëèêà ðàçìåðîì áîëåå äâóõ
âåðøèí îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò öèêëû. Ïðè äåêîìïîçèöèè ãðàôà ìû èùåì
â ãðàôå îïðåäåëåííûå òî÷êè è ñîñòàâíûå ÷àñòè, ïî êîòîðûì ãðàô ìîæíî
áûëî áû ðàçäåëèòü íà ïîäãðàôû. Òàêîå äåëåíèå ÷àñòî îáëåã÷àåò çàäà÷ó, ê
ïðèìåðó, çàäà÷ó ïîèñêà êëèêè. Íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô ìîæíî ðàçáèòü
íà óçëû, ìîñòû, äåðåâüÿ è äâóñâÿçíûå êîìïîíåíòû (ñì.ðèñ.5.5):

Äâóñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà. Ïîäãðàôû, â êîòîðûõ äâå ëþáûå âåðøèíû ïðè-
íàäëåæàò îáùåìó öèêëó

Óçåë. Âåðøèíà, ñîåäèíÿþùàÿ äâå äâóñâÿçíûå êîìïîíåíòû ãðàôà, èëè, ÷òî
òî æå ñàìîå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû , ìåæäó êîòîðûìè íåò ðåáåð.

Ìîñò. Öåïî÷êè ðåáåð, ñîåäèíÿþùèå äâå äâóñâÿçíûå êîìïîíåíòû, ìåæäó
êîòîðûìè áîëüøå íåò ðåáåð.

Äåðåâî. Àöèêëè÷åñêèé ïîäãðàô.

 

Ðèñ. 5.5: Äâóñâÿçíûå êîìïîíåíòû (ïîêàçàíû îáû÷íûìè ëèíèÿìè), óçëû (ñå-
ðûå âåðøèíû), ìîñòû (òîëñòûå ñåðûå ðåáðà), äåðåâüÿ (ïîêàçàíû øòðèõîâîé
ëèíèåé).

Åñëè â ãðàôå íåñêîëüêî äâóñâÿçíûõ êîìïîíåíò, ñîåäèíåííûõ ðåáðàìè,
ìîñòàìè è ò.ï., ãîðàçäî óäîáíåé èñêàòü êëèêó â êàæäîé êîìïîíåíòå ïî îò-
äåëüíîñòè, ïîñêîëüêó êëèêè ìîùíîñòüþ áîëüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî âåðøèí â



150 Ãëàâà 5. ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÇÀÄÀ× È NP-ÏÎËÍÛÅ ÇÀÄÀ×È.

 0 

8 0 

+8 

14 8 6 0 

~8 

+6 
~6 

11 8 
13 

6 5 0 

+5 
~5 

10 8 12 6 9 5 

+4 

4 0 

~4 

8 8 10 6 

+2 
~2 

7 4 5 6 2 0 

Ðèñ. 5.6: Äåðåâî ïîèñêà îïòèìàëüíîé çàãðóçêè ðþêçàêà. Ìíîæåñòâî âåñîâ:
8,6,5,4,2, ïîðîã ðàâåí 10. òîëñòûå ðåáðà îòâå÷àþò âêëþ÷åíèþ ýëåìåíòà â
ñïèñîê, à òîíêèå � èñêëþ÷åíèþ èç ñïèñêà. Ñåðûå âåðøèíû îòâå÷àþò áåñ-
ïåðñïåêòèâíûì ïóòÿì, ÷åðíûå âåðøèíû � íàéäåííûì ðåøåíèÿì.

ñàìîé áîëüøîé äâóñâÿçíîé êîìïîíåíòå, â òàêîì ãðàôå íåò. Êñòàòè, â îòëè-
÷èå îò êëèê, äëÿ äâóñâÿçíûõ êîìïîíåíò ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì
ïîèñêà.

5.5.4 Ïåðåáîðíûå àëãîðèòìû

Îáû÷íî ïåðåáîð âåäåòñÿ ñ ïîìîùüþ îáõîäà íåêîòîðîãî äåðåâà. Ðàññìîòðèì
çàäà÷ó ñóììå ÷èñåë. Äàí íàáîð ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë S = {x1, x2, · · · , xn}
è íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî t. Íàäî íàéòè òàêîå ïîäìíîæåñòâî T =
{xi1 , xi2 , · · · , xik} ⊆ S, ÷òîáû èõ ñóììà s =

∑k
j xij áûëà ìàêñèìàëüíîé, íî

íå ïðåâûøàëà t:

s→ max |s ≤ t

Ïóñòü ìíîæåñòâî S óïîðÿäî÷åíî ïî óáûâàíèþ (ïóñòü ïåðâûì áóäåò ñàìûé
òÿæåëûé ýëåìåíò). Íà ïåðâîì øàãå ó íàñ åñòü âûáîð: áðàòü ïåðâûé ýëåìåíò
èëè íåò. Åñëè îí òÿæåëåå îãðàíè÷åíèÿ, òî ìû çàâåäîìî åãî íå áåðåì (è íå
ðàññìàòðèâàåì âàðèàíòîâ, ñîäåðæàùèõ åãî). Íà êàæäîì ñëåäóþùåì øàãå
ìû ñòîèì ïåðåä âûáîðîì: èëè áðàòü î÷åðåäíîé ýëåìåíò èëè íå áðàòü. Ïðè
ýòîì ïðîâåðÿåì ïåðñïåêòèâíîñòü äàëüíåéøåãî. Ïðîñòåéøåå ïðàâèëî îñòà-
íîâêè � åñëè äîáàâëåíèå ñàìîãî ëåãêîãî ýëåìåíòà ïåðåâîäèò çà ïîðîã, òî
äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå íåïåðñïåêòèâíî. Åñëè îí ïðåâûøàåò ðàíåå çàôèê-
ñèðîâàííûé ðåçóëüòàò, òî çàïîìèíàåì åãî â êà÷åñòâå ìàêñèìóìà.

Çäåñü âîçìîæíà åùå îäíà ýâðèñòèêà. Åñëè ìû â êàæäîé ïîçèöèè áó-
äåì ïîìíèòü ñóììó âåñîâ ïîñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ, òî ìû ñìîæåì îòñåêàòü
áîëüøå íåïåðñïåêòèâíûõ ïóòåé. Â ýòîì àëãîðèòìå ìû âåòâèìñÿ è îòñåêàåì
íåïåðñïåêòèâíûå ïóòè. Ïîýòîìó ìåòîä íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì âåòâåé è ãðà-
íèö.

Óïðàæíåíèå 34. Êàê ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýâðèñòèêó ñóììû îñòàòêîâ?
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5.6 Ñòîõàñòè÷åñêèå àëãîðèòìû

Äîïóñòèì, íàì íóæíî ïîñ÷èòàòü òàêîé çàìå÷àòåëüíûé èíòåãðàë:∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y, z, t, u, v, w)dxdydzdtdudvdw

Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà â ñåìèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, è ñ÷èòàòü òî÷íîå çíà÷å-
íèå èíòåãðàëà î÷åíü äîëãî. Ïðè ëþáîì ðåãóëÿðíîì ìåòîäå ïîäñ÷åòà íàì
íóæíî ñåìü âëîæåííûõ öèêëîâ. Äëÿ ðàçóìíîé òî÷íîñòè íàäî â êàæäîì
öèêëå ñäåëàòü ïîðÿäêà ñòà øàãîâ. Èòîãî ïîëó÷àåì ïðèìåðíî 1014 îïåðà-
öèé. Ìîæíî ïðåäëîæèòü áîëåå ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ïîäñ÷åòà. Âîñïîëüçó-
åìñÿ çíàíèåì ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè è ïîïðîáóåì ïîñ÷èòàòü çíà÷åíèå
èíòåãðàëà êàê ñðåäíåå ïî áîëüøîé âûáîðêå ÷àñòíûõ çíà÷åíèé. Äëÿ ýòîãî
áåðåì êàêèå-òî êîíêðåòíûå ñëó÷àéíûå çíà÷åíèÿ âñåõ ñåìè ïåðåìåííûõ èç
ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [0, 1]: rx, ry · · · rw è ïîäñòàâëÿåì â
ôóíêöèþ f , ïîëó÷àåì íåêîå çíà÷åíèå ýòîé S. Òàê äåëàåì ìíîãî � 10000
óæå âïîëíå äîñòàòî÷íî � ðàç. Áåðåì âñå 104 çíà÷åíèé S è ñ÷èòàåì ñðåä-
íåå. Ïîëó÷àåì çíà÷åíèå èíòåãðàëà ñ õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì. Ïðè ïîäñ÷åòå
ýòîãî èíòåãðàëà íà ñåòêå ñ øàãîì 10−2 îáúåì âû÷èñëåíèé ñîñòàâëÿåò 1014,
÷òî íà ìíîãî ïîðÿäêîâ áîëüøå, ÷åì ñòîõàñòè÷åñêèé ïîäñ÷åò.

Èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ
ìíîãèõ ñëîæíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè. Ýòà ãðóïïà àëãîðèòìîâ èìååò îáùåå
íàçâàíèå ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî.

5.6.1 Èñêóññòâåííûé îòæèã

Ïóñòü íàì íàäî îïòèìèçèðîâàòü (äîïóñòèì, ìèíèìèçèðîâàòü) íåêóþ ôóíê-
öèþ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå. Äàíî ìíîæåñòâî S (êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷-
íîå), ôóíêöèÿ f : S → R. Çàäà÷à: íàéòè ýëåìåíò ìíîæåñòâà s∗ ∈ S òàêîé,
÷òî f(s∗) → min. Ïóñòü, íàïðèìåð, ìû õîòèì íàéòè Ãàìèëüòîíîâ öèêë â
ãðàôå. Íà ñàìîì äåëå, ìû çàðàíåå íå çíàåì åñòü ëè òàêîé öèêë â ãðàôå,
íî ïîíèìàåì, ÷òî õîòåëîñü áû íàéòè òàêîé öèêë, â êîòîðîì âåðøèíû íå
ñëèøêîì ÷àñòî ïîâòîðÿëèñü è ÷òîáû ïîìåíüøå áûëî íå ïðîéäåííûõ âåð-
øèí. Ïîëó÷àåì çàäà÷ó îïòèìèçàöèè, â êîòîðîé S � ìíîæåñòâî öèêëîâ â
ãðàôå, à ôóíêöèÿ f � ÷èñëî "íåïðàâèëüíûõ"âåðøèí.

Ìíîæåñòâî S ìû â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé,
à ôóíêöèþ f ýíåðãèåé. Íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé S ñòðîèòñÿ íåîðèåíòèðî-
âàííûé ãðàô: âåðøèíû ñîåäèíÿþòñÿ ðåáðîì, åñëè ýòè ñîñòîÿíèÿ (â íåêîòî-
ðîì ñìûñëå) íå ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ïîèñêà Ãàìèëüòî-
íîâà öèêëà, ìíîæåñòâî S � ýòî ìíîæåñòâî öèêëîâ, à äâà öèêëà íàçûâàþòñÿ
ñîñåäíèìè, åñëè îíè èìåþò îáùåå ìíîæåñòâî ðåáåð. Âàæíî, ÷òîáû ãðàô ñî-
ñòîÿíèé áûë ñâÿçíûì, ò.å., ÷òîáû èç ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå ñîñòîÿíèå
áûë áû ïóòü ÷åðåç íåêîòîðûå ïðîìåæóòî÷íûå ñîñòîÿíèÿ. Íàäî ïîíèìàòü,
÷òî ãðàô ñîñòîÿíèé î÷åíü áîëüøîé è íå îïèñàí ÿâíî. Òåïåðü ìû íà÷èíàåì
áëóæäàòü ïî ãðàôó, ïðîñìàòðèâàÿ ñîñåäíèå ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ ýòîãî íàì íå
íóæíî ïîëíîå îïèñàíèå ãðàôà ñîñòîÿíèé, íî äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ íàäî
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óìåòü íàõîäèòü ìíîæåñòâî ñîñåäåé {si}neighbor. Âàæíî, ÷òîáû ìíîæåñòâî
ñîñåäåé áûëî íå î÷åíü áîëüøèì.

Íàõîäÿñü â ñîñòîÿíèè s âûáèðàåì ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå snew, ïðè-
íàäëåæàùèå ìíîæåñòâó ñîñåäíèõ ñîñòîÿíèé {si}neighbor. Ðàññìîòðèì, íà-
ñêîëüêî èçìåíèòñÿ ýíåðãèÿ, åñëè ìû ïåðåéäåì â íîâîå ñîñòîÿíèå snew :
∆f = f(snew) − f(s). ×åì ìåíüøå ýòî çíà÷åíèå, òåì ïîëåçíåå áóäåò ïå-
ðåõîä ñèñòåìû â ñîñòîÿíèå snew ñ òî÷êè çðåíèÿ ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè f .
Åñëè ïåðåõîä â êàêîå-òî ñîñåäíåå ñîñòîÿíèå îêàçàëñÿ ýíåðãåòè÷åñêè âûãî-
äåí (∆f < 0), òî ìû ïåðåõîäèì â íîâîå ñîñòîÿíèå. Êàçàëîñü áû ìû òàê áó-
äåì âñåãäà óìåíüøàòü ýíåðãèþ, ïîêà íå äîéäåì äî ìèíèìóìà. Îäíàêî ýòîò
ìèíèìóì áóäåò ëîêàëüíûì, à äâèæåíèå òîëüêî â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ ýíåð-
ãèè èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü íàùóïàòü ãëîáàëüíûé ìèíèìóì. Êðîìå òîãî,
åñëè íåñêîëüêî ñîñåäíèõ ñîñòîÿíèé ëó÷øå òåêóùåãî, òî, âûáðàâ íåïðàâèëü-
íîå íàïðàâëåíèå, ìû ìîæåì ïîïàñòü â òóïèê. Ïîýòîìó íàì íàäî îñòàâèòü
âîçìîæíîñòü âûáèðàòüñÿ èç ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà è ïåðåâàëèâàòü ÷åðåç
âûñîêèå áàðüåðû. Ãðàô ñîñòîÿíèé íå îðèåíòèðîâàí, ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
ñîñòîÿíèå snew ÿâëÿåòñÿ ñîñåäîì ñîñòîÿíèÿ s, òî è ñîñòîÿíèå s ÿâëÿåòñÿ
ñîñåäîì ñîñòîÿíèÿ snew. Ïîýòîìó, ââåäÿ îáðàòèìîñòü ïåðåõîäîâ, ìû âñåãäà
ìîæåì âåðíóòüñÿ â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå.

Âñïîìèíàÿ ñòàòèñòè÷åñêóþ ôèçèêó, ìû çíàåì, ÷òî îòíîøåíèå âåðîÿòíî-
ñòè ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ a â ñîñòîÿíèå b ê âåðîÿòíîñòè îáðàòíîãî ïåðåõîäà
îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì:

p(a→ b)

p(b→ a)
= exp(−G(b)−G(a)

kT
)

Ïîñêîëüêó îäíà èç âåðîÿòíîñòåé ðàâíà 1 (âñåãäà ïåðåõîäèì â ñòîðîíó óìåíü-
øåíèÿ ýíåðãèè), òî äðóãàÿ âåðîÿòíîñòü äîëæíà îïðåäåëÿòüñÿ èç ýòîãî ñî-
îòíîøåíèÿ. Ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ:

p(s→ snew) =

{
1 ∆f < 0

exp
(
−∆f

T

)
∆f ≥ 0

Òåïåðü ìîæíî îïèñàòü âåñü àëãîðèòì.

1. Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå ñîñòîÿíèå s ∈ S

2. Äëÿ òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ âûáèðàåì ïðîèçâîëüíîå ñîñåäíåå ñîñòîÿíèå
snew ∈ S

3. Âû÷èñëÿåì âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà p(s→ snew)

4. Ðàçûãðûâàåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó r, ðàñïðåäåëåííóþ ðàâíîìåðíî íà
[0, 1]. Åñëè p(s→ snew) < r, òî ïåðåõîäèì â íîâîå ñîñòîÿíèå.

5. Ïåðåõîäèì ê ï. 2.



5.6. ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ 153

Çäåñü íàäî çàìåòèòü, ÷òî åñëè òåìïåðàòóðà T î÷åíü âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ
ñ ∆f , òî ìû áóäåì ïðîñòî ñâîáîäíî áëóæäàòü ïî ïðîñòðàíñòâó ñîñòîÿíèé.
Åñëè æå T ≪ ∆f , òî âåðîÿòíîñòè íåâûãîäíûõ ïåðåõîäîâ áóäóò î÷åíü ìà-
ëû è ìû áóäåì áûñòðî ïðèõîäèòü â ëîêàëüíûé ìèíèìóì. Ïîýòîìó â ýòîì
àëãîðèòìå èñïîëüçóþò ïðîöåäóðó ïîíèæåíèÿ òåìïåðàòóðû. Îáû÷íî òåìïå-
ðàòóðó ïîëàãàþò ðàâíîé

T =
1

α
√
i
,

ãäå α � íåêîòîðûé ïàðàìåòð, i � íîìåð èòåðàöèè.
Ñóùåñòâóåò òåîðåìà, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ïëàâíîì ïîíèæåíèè òåìïåðà-

òóðû ïðîöåäóðà ñõîäèòñÿ ê ãëîáàëüíîìó ìèíèìóìó. Îäíàêî ñêîðîñòü ñõîäè-
ìîñòè ñèëüíî çàâèñèò îò ñòðàòåãèè ïîíèæåíèÿ òåìïåðàòóðû, îò îïðåäåëå-
íèÿ ôóíêöèè ýíåðãèè, îò îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé è ìíîæåñòâà
ñîñåäíèõ ñîñòîÿíèé. Ïîñêîëüêó â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà ìû ïîñòîÿí-
íî ïîíèæàåì òåìïåðàòóðó, òî ýòà ïðîöåäóðà íàïîìèíàåò îòæèã. Ïîýòîìó
àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ àëãîðèòìîì èñêóññòâåííîãî îòæèãà (Annealing). Àâ-
òîðñòâî òàêîãî ïîäõîäà ïðèíàäëåæèò Ìåòðîïîëèñó è Ãàñòèíãñó (1954). Äðó-
ãîé àëãîðèòì, èìåþùèé àíàëîãèþ â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå, óñòðîåí òî÷íî
òàêæå, íî áåç ïîíèæåíèÿ òåìïåðàòóðû. Â ïðîöåññå áëóæäàíèÿ ïî ïðîñòðàí-
ñòâó ìû â êàêèõ-òî ñîñòîÿíèÿõ áûâàåì ÷àùå, à â êàêèõ-òî ðåæå. Íàèáîëåå
ïîñåùàåìûå ñîñòîÿíèÿ íà ñàìîì äåëå ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè. Ýòîò àëãî-
ðèòì íàçûâàåòñÿ Ãèááñ ñàìïëåð. Îáà ïîäõîäà èìåþò äîñòàòî÷íî øèðîêîå
ïðèìåíåíèå â áèîèíôîðìàòèêå.

5.6.2 Ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû

Ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû � ñòîõàñòè÷åñêèå, ýâðèñòè÷åñêèå îïòèìèçàöèîí-
íûå ìåòîäû, âïåðâûå ïðåäëîæåííûå Õîëëàíäîì (1975). Ïðåäëîæåííàÿ ×.
Äàðâèíîì â 1859ã. ýâîëþöèîííàÿ òåîðèÿ ñèëüíî âëèÿëà íà ìèðîâîççðåíèå
ëþäåé ñ ñàìîãî åå ïîÿâëåíèÿ. Äàðâèí âûÿâèë ãëàâíûé ìåõàíèçì ðàçâèòèÿ
æèâîãî: îòáîð â ñî÷åòàíèè ñ èçìåí÷èâîñòüþ. Â îáùåì-òî, íåóäèâèòåëüíî,
÷òî ó÷åíûå, çàíèìàþùèåñÿ êîìïüþòåðíûìè èññëåäîâàíèÿìè, îáðàòèëèñü ê
òåîðèè ýâîëþöèè â ïîèñêàõ âäîõíîâåíèÿ. Èòàê, èäåÿ ãåíåòè÷åñêîãî àëãî-
ðèòìà çàèìñòâîâàíà ó æèâîé ïðèðîäû è ñîñòîèò â îðãàíèçàöèè ýâîëþöè-
îííîãî ïðîöåññà, êîíå÷íîé öåëüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå îïòèìàëü-
íîãî ðåøåíèÿ â ñëîæíîé êîìáèíàòîðíîé çàäà÷å. Ðàçðàáîò÷èê ãåíåòè÷åñêèõ
àëãîðèòìîâ âûñòóïàåò, â äàííîì ñëó÷àå, êàê "ñîçäàòåëü óñòàíàâëèâàþùèé
çàêîíû "ýâîëþöèè äëÿ íàèáîëåå áûñòðîãî äîñòèæåíèÿ æåëàåìîé öåëè.

Ââåäåì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, âàæíûå äëÿ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ.
Äîïóñòèìîå ðåøåíèå îïèñûâàåòñÿ êàê ìàññèâ çíà÷åíèé (íàïðèìåð, áèòîâ
èëè áàéòîâ) è íàçûâàåòñÿ ãåíîòèïîì èëè îñîáüþ � â ýòîé íàóêå ýòî îäíî
è òîæå. Çíà÷åíèå êàæäîãî ïðèçíàêà (áèòà, áàéòà) íàçûâàåòñÿ àëëåëüíûì
ñîñòîÿíèåì. Äîïóñòèìîå ðåøåíèå äîëæíî îáëàäàòü ñâîéñòâîì: Åñëè ìû
âîçüìåì ÷àñòü çíà÷åíèé èç îäíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ, à îñòàëüíûå çíà-
÷åíèÿ èç äðóãîãî, òî ïîëó÷èì ñíîâà äîïóñòèìîå ðåøåíèå.
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Ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè f (îò ñëîâà �tness) � âû÷èñëÿåòñÿ ïî ãå-
íîòèïó è õàðàêòåðèçóåò êà÷åñòâî ñîîòâåòñòâóþùåãî äîïóñòèìîãî ðå-
øåíèÿ.

Ìóòàöèÿ � èçìåíåíèå àëëåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ îäíîãî èç ïðèçíàêîâ

Êðîññèíãîâåð � ïîðîæäåíèå íîâîé îñîáè â ðåçóëüòàòå ñêðåùèâàíèÿ äâóõ
ðîäèòåëüñêèõ îñîáåé. Íîâàÿ îñîáü ïîëó÷àåò ÷àñòü ãåíîâ îò îäíîãî ðî-
äèòåëÿ, îñòàëüíûå � îò äðóãîãî. Îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà ñëó÷àé-
íîãî è íåçàâèñèìîãî âûáîðà (ñöåïëåííîñòè ãåíîâ çäåñü íåò)

Ïîïóëÿöèÿ � ñîâîêóïíîñòü èç íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà îñîáåé (îáû÷íî ðàç-
ìåð ïîïóëÿöèé ñîñòàâëÿåò ñîòíè îñîáåé)

Ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì:

1. Ñîçäàåòñÿ ïîïóëÿöèÿ ñëó÷àéíûõ îñîáåé.

2. Âûáèðàåòñÿ íåñêîëüêî ïðîèçâîëüíûõ îñîáåé (ýòî êîëè÷åñòâî � ïàðà-
ìåòð àëãîðèòìà) è ïðîâîäèòñÿ ìóòàãåíåç ïî íåêîòîðîìó êîëè÷åñòâó
ñëó÷àéíûõ àëëåëåé.

3. Âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà îñîáåé è îñóùåñòâëÿåòñÿ ñêðåùèâà-
íèå. Â ðåçóëüòàòå ïîÿâëÿåòñÿ íîâàÿ îñîáü.

4. Ñ âåðîÿòíîñòÿìè, çàâèñÿùèìè îò ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè f (íà-
ïðèìåð pi = exp(−fi)/Z,Z =

∑
i exp(−fi)) âûáèðàåòñÿ æåðòâà åñòå-

ñòâåííîãî îòáîðà, è ñîîòâåòñòâóþùàÿ îñîáü óäàëÿåòñÿ èç ïîïóëÿöèè.

5. Ïåðåõîä ê ï.2.

Ýâîëþöèÿ ïîïóëÿöèè ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ îïòèìàëüíûõ îñîáåé (íàáîð
àëëåëåé ñòàíîâèòñÿ ïðèìåðíî îäèíàêîâûì ó êàæäîé). Î ñõîäèìîñòè ìîæíî
ñóäèòü ïî äâóì ïðèçíàêàì � ïî ñðåäíåìó ïî ïîïóëÿöèè çíà÷åíèþ ôóíêöèè
ïðèñïîñîáëåííîñòè è îäíîðîäíîñòè ïîïóëÿöèè, ò.å. ïî äèñïåðñèè ôóíêöèè
ïðèñïîñîáëåííîñòè. Óñïåõ èëè íå óñïåõ ïðèìåíåíèÿ ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèò-
ìà â áîëüøîé ñòåïåíè çàâèñèò îò èñêóññòâà. Íàäî ïðàâèëüíî ïîñòðîèòü ãå-
íîòèïû, ïðàâèëüíî ñôîðìèðîâàòü ôóíêöèþ ïðèñïîñîáëåííîñòè, ïðàâèëüíî
ïîäîáðàòü ïàðàìåòðû ìóòèðîâàíèÿ. Îáû÷íî õîðîøèå ðåçóëüòàòû ìîæíî
ïîëó÷èòü óæå ÷åðåç 40 "ïîêîëåíèé"ïîïóëÿöèè (êàæäîå ïîêîëåíèå îçíà÷àåò
âûïîëíåíèå äåéñòâèé, îïèñàííûõ â 1-3 ïóíêòàõ àëãîðèòìà).

Ïðàâèëüíî çàïðîãðàììèðîâàííûå ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû ìîãóò áûòü
î÷åíü ýôôåêòèâíûìè. Ïðèìåíåíèå èõ âåñüìà øèðîêî: ýòî è ðàçíîîáðàç-
íûå çàäà÷è íà ãðàôàõ (çàäà÷à êîììèâîÿæåðà, íàïðèìåð), è îïòèìèçàöèÿ
çàïðîñîâ â ÁÄ, è áèîèíôîðìàòèêà (ñâåðòûâàíèå áåëêîâ, äîêèíã) è ìíîãîå
äðóãîå.

Óïðàæíåíèå 35. Ïîñòðîéòå ñõåìó ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà äëÿ ïîèñêà
ìàêñèìàëüíîé êëèêè â ãðàôå.



Ãëàâà 6

Çàêëþ÷åíèå

Îïèñàííûå â ýòîé êíèãå ñòðóêòóðû, èäåè, àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ ëèøü íåáîëü-
øîé ÷àñòüþ àéñáåðãà, èìÿ êîòîðîìó òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà. Ñóùå-
ñòâóåò è èñïîëüçóåòñÿ ãîðàçäî áîëåå øèðîêèé àðñåíàë ïîäõîäîâ, è ìåòî-
äîâ ðåøåíèÿ ðàçíîãî ðîäà àëãîðèòìè÷åñêèõ çàäà÷. Èñêóññòâî ïðèìåíåíèÿ
òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè çàêëþ÷àåòñÿ, ïðåæäå âñåãî, â òîì, ÷òîáû äëÿ
ïðèêëàäíîé çàäà÷è íàéòè ïðàâèëüíóþ ôîðìàëèçàöèþ è ðàçãëÿäåòü ÷åðòû
óæå èçâåñòíûõ çàäà÷ òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè. Â áîëüøèíñòâå óäàåòñÿ
íîâóþ ïðèêëàäíóþ çàäà÷ó ñâåñòè ê óæå èçâåñòíîé àëãîðèòìè÷åñêîé çàäà-
÷å. Îäíàêî, îäíà è òà æå ïðèêëàäíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ôîðìàëèçîâàíà
ðàçíûìè ïóòÿìè, ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàçíûì íå ýêâèâàëåíòíûì àëãîðèò-
ìè÷åñêèì çàäà÷àì.

Õî÷åòñÿ ïðåäóïðåäèòü ÷èòàòåëÿ, ÷òî èçîáðåòàòåëüñòâî âåëîñèïåäà äå-
ëî äîñòîéíîå è èíòåðåñíîå, íî ìàëî ïðîäóêòèâíîå. Ïîýòîìó ïðåæäå, ÷åì
ïûòàòüñÿ ïîñòðîèòü íîâûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ êàêîé-ëèáî ïðèêëàäíîé
çàäà÷è, õîðîøî áû ïîñìîòðåòü, à íåò ëè óæå èçâåñòíûõ ïîäõîäÿùèõ àëãî-
ðèòìîâ. Åñëè æå íå óäàëîñü íàéòè ïîäõîäÿùåãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è,
è Âû ïîñòðîèëè íîâûé àëãîðèòì, òî íàäî îçàáîòèòüñÿ òåì, ÷òîáû ïîïðîáî-
âàòü äîêàçàòü òåîðåòè÷åñêè, ÷òî ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì äåéñòâèòåëüíî
ðåøàåò ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó. Ñòðîèòü ñîáñòâåííûå àëãîðèòìû íåîáõîäèìî
íå ñ íóëÿ, à îïèðàÿñü íà óæå ñóùåñòâóþùèå àëãîðèòìû.

Â çàêëþ÷åíèè ìîæíî ïîðåêîìåíäîâàòü ñëåäóþùóþ ëèòåðàòóðó:
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